Otimizacao condicionada e nao condicionada

Prof. Helson Gomes de Souza

1 Introducao

De maneira simplificada, a otimizacao pode ser entendida como um conjunto de técnicas mate-
maticas que permitem obter os valores extremos de uma dada funcao. Estas técnicas formam
a base da teoria econ6mica e permitem teorizar de maneira formal os problemas dos agentes
de uma dada economia por meio da modelagem de uma funcao objetivo e da otimizacao deste
objetivo segundo as preferéncias de cada agente. A otimizacao pode ser condicionada (restrita
- quando existe algum tipo de restri¢ao sobre a fungao objetivo) ou nao condicionada (irrestrita
- quando a otimizacao é feita considerando apenas a funcao objetivo, sem quaisquer tipos de
restri¢oes sobre o problema).

2 Definicoes

Considere f(z;) com i =1,2,...,n como sendo uma fungdo composta por miltiplos argumentos
definida em um conjunto convexo S. Um problema de otimizacao pode ser escrito como:

max  f(x;) sa xz€S (1)

No caso de um problema de maximizacao nao condicionada, e

min  f(z;) s.a z€S (2)

No caso de um problema de minimiza¢ao nao condicionada. Neste caso, f(z;) é a funcao
objetivo do problema e busca-se encontrar os valores de cada argumento que resultam em um
valor maximo(minimo) para f. Se i = 1 e f(z) = f(z1), entdo diz-se que se trata de um
problema de otimizagao simples ou otimizag¢ao com um tnico argumento. Seja x7 o valor 6timo
do argumento z;, caso z] esteja no interior de S, entao diz-se que este problema tem uma
solucao interior.

Um vetor contendo valores tinicos de cada argumento que provavelmente otimizem a fungao
objetivo é conhecido como ponto critico. Se 7 € S, entao ] serd um ponto critico global caso
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> f(x;)Vx; € S, entao z7 € um ponto critico de méaximo global.
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x;)Vx; € S, entao z7 ¢ um ponto critico de maximo global estrito.

(i)
(i)
(x;)Vx; € S, entao x} é um ponto critico de minimo global.
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4. Se f(x} x;)Vx; € S, entao x7 € um ponto critico de minimo global estrito.

Seja s € S um subconjunto de S, Se x} € s, entdo z} serd um ponto critico local (ou
relativo) caso ocorra:



*

1. Se f(zF) > f(x;)Vz; € s, entdo x} é um ponto critico de maximo local.
2. Se f(zF) > f(x;)Vx; € s, entdo 7 ¢ um ponto critico de maximo local estrito.
3. Se f(xf) < f(z;)Vx; € s, entdo xF é um ponto critico de minimo local.
4. Se f(zF) < f(x;)Vx; € s, entdo 7 é um ponto critico de minimo local estrito.

Assim, x} serd um ponto critico relativo (ou extremo relativo) de f(z;) se este valor re-
presenta um extremo na vizinhanga de x; = 7. A Figura abaixo traz uma demonstragao
simplificada destas defini¢des. No painel (a) a fungao possui um ponto de minimo local, en-
quanto no painel (b) a funcao apresenta um ponto de minimo local.

(a) ponto de minimo (b) ponto de méximo

Por defini¢do, 27 maximiza f(z;) em S se e somente se z7 minimiza — f(z;) em S, isto é:
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3 Otimizacao nao condicionada

Se f:S — R"™ ¢ continua, entao havera um maximo e um minimo global de f em R. A condigao
necessaria para a existéncia destes valores extremos estabelece que todas as derivadas parciais
de primeira ordem de f em relagao aos seus argumentos devem ser nulas, isto é:

of (xi) _ of (xi) _ of (x)
0xq 0T Oz,
A logica desta condicao é demonstrar o ponto em que a inclinacdo da reta tangente a
representacao grafica da funcao ¢ nula, indicando um ponto de maximo ou minimo da funcao
conforme demonstrado na figura a seguir:

=0 (3)

(a) Um argumento (b) Multiplos argumentos
T

Se xF é um ponto critico de f(z;), entao:

e 17 serd um ponto de méaximo local de f(z;) se o sinal de f'(x}) muda de positivo para
negativo da direita para a esquerda do ponto x; = z7.

e 17 serd um ponto de minimo local de f(x;) se o sinal de f’(z}) muda de negativo para
positivo da direita para a esquerda do ponto z; = 7.

e 17 ndo serd maximo nem minimo caso o sinal de f’(z}) seja o mesmo a direita e a esquerda
_ *
do ponto x; = z7.

Se f(x}) ndo é maximo nem minimo, entdo diz-se que x} é um ponto de cela. Um ponto de
cela ocorre quando em um dado subconjunto s € S existe existe nas proximidades do vetor x7
um vetor z tal que f(z}) < f(zF) e um outro vetor z/ tal que f(z} tal que f(z) > f(z7) <
f(xF). Esta condicao é representada pelo ponto R na figura a seguir.



Se f'(z;) é continua e derivavel e seja &7 um ponto critico que satisfaz as condi¢oes necessarias
de f'(zF) = 0, entao a condigao suficiente para a otimizagio estabelece que:

1. x} ¢ um maximo local se f”(z;) < 0.

2. zF ¢ um minimo local se f”(x;) > 0.

3. o7 ¢ um ponto de inflexado se f”(z;) = 0.

Quando 7 > 1, esta condicao pode ser verificada por meio do calculo do determinante da
matriz de derivadas parciais de segunda ordem da funcao objetivo. Para tanto, seja:

[ (@1,) = 5(8f(69:;)1/8x1) o ) = a(ﬁf(g;)/axl)
' (4)
) = 29 (gi)/axn) Py = 22 f(;;;) J0x,)
Entio o determinante da matriz dle derivadas parciais de segunda ordem &
no(x) [ (@) e f (@)
De(ary = | ) o) e fi(e) 5
0el) S e S ()

Neste caso, pode ocorrer:
e Se (—1)fDy(2¥) >0V k=1,2,...,n, entdo z¥ é um méaximo local de f(z;) em S.
e Se Dy(x}) >0V Ek=1,2,...,n, entdo =7 é um minimo local de f(z;) em S.

e Se D,(z}) # 0, e se nenhuma das condi¢oes anteriores ¢ satisfeita, entdo x} ¢ um ponto
de sela f(x;) em S.

Uma aplicagao rotineira da otimizagao nao condicionada na teoria econémica esta nas de-
finicoes das fungoes custo médio e custo marginal. Por definicao e considerando a 6tica do
insumo, o custo médio do insumo x (cme(x)) é a razdo entre o custo total (ct(z)) e montante
total utilizado do insumo x . J& o custo marginal ¢ a derivada do custo total em relagao ao
insumo x. Portanto, tem-se:



ct(z)

cme(x) = .

deme(z) _ z(9ct(x)/0x) — ct(x)
Ox ?

deme(x)  Oct(z)  ct(x) o
ox x a?

(%ﬂ;—gej(x) = (i) [emg(z) — cme(z)]

De onde é possivel deduzir que:

e A condicao necessaria para a otimizacao estabelece que o custo médio serd minimo caso
dcme(x)/0x = 0, o que 86 é possivel se cmg(x) = cme(x).

e A condicao suficiente estabelece que o custo médio s6 serd minimo caso todas as derivadas
parciais de segunda ordem em relacao aos argumentos da funcao objetivo sejam positivas,
o que s6 é possivel caso ocorra:

()t -t () [ 0]

() fomate) - et < (1) | 2mate) _ Semela)

(i) lcmg(x);cme(x)l < acgi(m) — OCW;Z@)} (7)
demyg(x) 607716(13)

Ox ) a 6x( >0
deme(x demyg(x)

Ox = Ox

Ou seja, o custo médio s6 serd minimo caso a curva de custo médio seja menos inclinada do

que a curva de custo marginal no ponto em que o custo médio é igual ao custo marginal. Como
neste ponto a inclinacao da curva de custo médio é nula, entao no ponto em que o custo médio
é igual ao custo marginal necessariamente a curva de custo marginal deve ser positivamente
inclinada para que o custo médio seja minimo.

4 Otimizacao condicionada

Este tipo de otimizacao é mais comum nos problemas econémicos e ocorrem quando a funcao
objetivo esta condicionada a uma restricdo que limita o seu dominio. Seja f(x;) uma funcao
objetivo definida em um conjunto convexo S com i = 1,...,n argumentos, sejam g;(z;) as
j = 1,...,m restricoes do problema, entao um problema de otimizagao condicionada pode ser
escrito como:

gl(xl) =
maz  f(r;)  sa : : (8)

gn($n) = bn

No caso de um problema de maximizagao para todo m < n e



gi(x1) =D
min  f(x;) s.a : : (9)
gn<xn) - bn
No caso de um problema de minimizagao para todo m < n. Se f(z;) ¢ continua em todo

o seu dominio, entdo existe um vetor A\* = (A},...;\%) que é solucao da seguinte funcao de
Lagrange:

L(wi, Aj) = flx:) + Z Aj [bj — g;(xi)] (10)

De tal modo que as seguintes condicoes necessarias devem ser satisfeitas:

OL(x}, A) _

- ZA 99i() i1, n (11)

é?xl

As condigoes suficientes para a otlmlzagao desta classe de problema advém da condicao
de concavidade/convexidade da funcao de lagrange, se modo que, se a fun¢ao de lagrange
avaliada no ponto critico é concava(convexa), entdo o ponto critico estabelecido nas condigoes
necessarias para a otimiza¢ao é um maximo(minimo). Para avaliar estas condigbes é preciso
analisar o padrao dos determinantes dos menores principais lideres da matriz heciana horlada
de derivadas parciais de segunda ordem do problema, dado por:

991 991
0 .. 0 Y .
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- o Do Onr
HT - dg1 9gm //1 " (12)
axl . .. 8.1’1 11 . .. 1,’,,
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Com r =1,...,n, de modo que os seguintes casos podem ocorrer:

o Se (—1)"H,.(z}) >0V r=m+1,...,n, entdo z; ¢ um ponto de minimo local do problema.
e Se (=1)"H.(zF) >0V r=m+1,...,n, entdo x; € um ponto de maximo local do problema.
e Se nenhuma destas condicoes é satisfeita, entao =7 ¢ um ponto de sela do problema.

A otimizacao condicionada é rotineiramente utilizada na microeconomia, por exemplo, na
teoria do consumidor, onde o consumidor representativo busca maximizar a utilidade do con-
sumo sujeito ao seu poder aquisitivo. Para representar, suponha uma economia simplificada
com apenas dois bens, x1 e x5, em que p; e ps Sa0 0s precos de xy e Xy, respectivamente. Deixe
u(z1, o) representar a utilidade do consumo e R o poder aquisitivo do consumidor. Considere
que a utilidade pode ser fielmente representada por uma funcao do tipo Cobb-Douglas com «
representando a participacao do consumo de x; no orcamento total do consumidor. O problema
é:

max  u(xy, o) = o, 1y s.a R =pixy + pox — 2 (13)
A funcao de Lagrange é:
L =2{05 "+ AR — p1o1 — pox — 2 (14)
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As condicoes necessdrias para a maximizacao sao:

oL

(9x1 = az]” ! 1 C—Ap1 =0

oL

(9_%2 = (1 — Oé)l’?fﬂ;a — )\pg =0 (15)
oL

8)\ =R—p1x1 —para =0

A resolucao deste sistema resulta no seguinte ponto critico:

(ohag) = (2, L) (16)

b1 P2
As derivadas parciais de segunda ordem sao:

Lig=ala—1z 22 = <0
~——

<0
Lis=a(l—a)ry e, = >0 (17)
Loy =a(l — )zt e, = >0
Lys = —a(l —a)rfz,* ' = <0

As derivadas parciais de primeira ordem das restrigoes sao:

0
91,1=%=p1:> >0
1
1 (18)
Jgi2=—=p2=> >0
o)

A hessiana orlada do problema é:

0 g1 G2 0 911 >0 gi2>0
H = gi,1 Ll,l LLQ = qiq1 > 0 L1,1 <0 Ll’g >0 (19)
gi2 Loy Lop gi2>0 Loy >0 Loy <O

Para verificar se o ponto critico ¢ um ponto de minimo é preciso testar se (—1)"H,(x}) >
OVr=m+1,..,n. Comom = 1, entdo o valor minimo de r para o teste ¢ r =m + 1 = 2, de
modo que |Ha(z )] engloba o determlnante da matriz hessiana orlada completa. O determmante
da matriz hessiana horlada para r = 2 é:

0o > >
|Ho(z])| =] > < >

> > <
|Ho(z)]| => %> %> 40 < <+ >% >35> —(0x> %>+ >% <k >+ >%>%<)
|Hy(z7)] => +04+ > —(0+ < + <)
| Hy(27)| => — < (20)
|Hy(2})| ==> + >
| Ha(27)] > 0
Portanto:

(1) Ho(27) = (=1)[Ha(a)| = 1% (>) = >0 (21)
O que indica que a solugdo (x7, %) é um ponto de méaximo local da funcao de utilidade do
consumidor.
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