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1 Introducao

Os modelos convencionais de crescimento geralmente possuem suposi¢des bastante superficiais sobre
a distribuicdo das familias no horizonte de planejamento. As versdes classicas e novo-cldssica dos
modelos bédsicos de crescimento geralmente assumem que as familias vivem em um horizonte infinito
de tempo. Estas suposicdes limitam a capacidade de delimitar como as mudangas estruturais afetam as
familias em diferentes geracdes. O modelo bésico de gera¢des sobrepostas trds um avanco em relacdo
a dispersao do tempo de vida das familias no horizonte de planejamento por meio da suposicdo de que
os individuos nascem, vivem por dois periodos € morrem em seguida, adicionando também algumas
suposi¢Oes importantes para a definicdo do tempo de vida das familias.

O modelo basico de geragdes sobrepostas parte do pressuposto fundamental de que hd uma so-
breposi¢do de individuos velhos e novos ao longo de cada periodo. Considera-se, portanto, que o
tempo do horizonte de planejamento é discreto de modo que as varidveis do modelo sdo definidas
emt=20,1,2,....,T, em vez de t > 0. Supde-se também que L; individuos nascem no periodo ¢ e
que a populacdo cresce a uma taxa constante igual a n, tal como no modelo de Solow. Por defini¢do,
tem-se L; = (1+n)L,_;. Como cada geragdo perdura por dois periodos, entdo existem L; individuos
vivendo no primeiro periodo e L;_y = L;/(1 + n) no segundo periodo.

O modelo basico de geracdes sobrepostas também cada individuo oferta uma unidade de trabalho,
de modo que, durante a juventude (primeiro periodo do horizonte de planejamento), o individuo des-
tina a sua renda ao consumo e a poupanca. No segundo periodo de suas vidas, quando sdo idosos, 0s
individuos do modelo bésico de geragdes sobrepostas apenas consomem a poupanga que construiram
no primeiro periodo das suas vidas e os rendimentos advindos desta poupanca.

Deixe C'; e Uy representar o consumo no periodo ¢ para os jovens e idosos, respectivamente.
Considere que a utilidade do consumidor no periodo ¢ depende do seu consumo durante a juventude
(C1¢) e do seu consumo quando idoso Cy ;. A titulo de especificacdo, considere uma utilidade do
tipo aversao relativa ao risco, tal que:
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Em que p € uma taxa de desconto, de modo que, quando maior o seu valor, maior serd o consumo
futuro em relagdo ao consumo presente. 6 € o coeficiente constante de aversdo ao risco relativo e
denota o desejo das familias em postergar o consumo entre diferentes periodos, de tal modo que, o
desejo das familias em deslocar o consumo ao longo do tempo serd tdo maior quanto menor for o valor
de 6. Para garantir que cada individuo vive em um horizonte finito de tempo, € necessario assumir
que

p>n+g(1—10) 2)

Em que g € a taxa de crescimento dos padroes tecnologicos. Nesta modelagem, se p > 0, entdo os
individuos ddo maior importincia a0 consumo no primeiro periodo em comparag¢do com o segundo
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periodo. Analogamente, quando p < 0 os consumidores ddo maior preferéncia ao consumo quando
sdo 1dosos.

No que diz respeito a produgdo, suponha que existem vdrias firmas idénticas na economia, cada
uma delas produzindo no periodo ¢ um produto Y; por meio da utilizacdo de capital (/;), trabalho (L;)
e tecnologia (A;), de tal modo que a fungdo de produgdo da firma representativa é Y; = f[K;, A;, Ly].
Suponha que a funcdo de produgdo possui retornos constantes de escala e atende as condi¢des de
Inada. Suponha também que a tecnologia cresce a uma taxa constante igual a g, de modo que:

Ar=(149)A 3)

Suponha também que a economia opera em uma estrutura de mercado perfeitamente competitivo,
onde o preco do capital e do trabalho correspondem aos seus respectivos produtos marginais e as
firmas operam com lucro zero. Defina y; = Y; /AL, e k; = K;/A; L, como sendo respectivamente o
produto e o estoque de capital por unidade de trabalho efetivo, de modo que:
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Em que A; é exdgeno. A remuneracio do capital (r;) por unidade efetiva de trabalho é dada por:
= (k) )

Jd a remuneragdo do trabalho por unidade efetiva de trabalho (w,), pode ser definida a partir da
suposi¢ao de lucro zero na funcdo lucro, tal que:

fky) —riky —w =0
flle) = f'(ke)ke —wy = 0 (6)
wy = f(kt) — ktf/(kt>

Defina w; A; como a renda do trabalho e suponha que no periodo subsequente, o estoque de capital

¢é equivalente a renda do trabalho ndo destinada ao consumo no periodo anterior multiplicado pelo
numero de trabalhadores, isto é:

Kt+1 = Lt(Atwt - Clt) (7)

2 Familias

A suposi¢ao de que no segundo periodo as familias nao trabalham e apenas consomem os rendimentos
da poupancga efetivada no primeiro periodo pode ser modelada como:

Cory1 = (1 4+ 1) (Apwy — Chp) (8)

A restri¢do or¢camentdria das familias pode ser obtida dividindo ambos os lados da equacgao ante-
rior por 1 + r;,1, de modo a obter o valor da renda (A;w;) em fun¢do do consumo presente e futuro.
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O objetivo da familia representativa ¢ maximiar (I]) sujeito a restricdo or¢amentdria imposta em

(). O Lagrangeano do problema é:
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As condi¢des de primeira ordem sao:
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Fazendo (I1) = (12), obtém-se:
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Substituindo (T4)) em (13, obtém-se:
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De acordo com a equacgdo anterior, o consumo presente depende da taxa futura de juros, de tal
modo que, 0 consumo presente serd tdo maior quanto menor for a taxa de juros futura. Agora defina

s(r) como a fra¢do da renda ndo consumida, denote r; = ;.1 = r e utilize a[Equag@o 15|para obter:
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A equagdo anterior mostra que a poupanca dos individuos jovens € crescente na taxa de juros se e

somente se (1 + )79/ ¢ decrescente em . Derivando este termo em relagdo a r obtém-se:
(1 4 r)(1=0)/6 1-46
_ 1 (1—-20)/0 17
e 5 (1+7) 17

O que demonstra que s(r) s6 serd crescente em r caso # > 1. Com isso, mostra que
um aumento na taxa de juros resultard em um efeito substituicdo e um efeito renda. Se 6 € baixo,
implicando no fato de que os consumidores estdo muito dispostos a postergar o consumo ao longo
do tempo para tirar proveito dos rendimentos da taxa de juros, entdo hd uma tendéncia de elevacao
da poupanga em decorréncia do efeito substitui¢do. Quando 6 € alto, entretanto, e os consumidores
estdo menos dispostos a abrir mdo do consumo presente por mais consumo futuro propiciado pelos
rendimentos das taxas de juros, ha uma propensao a redu¢do da poupanga proveniente do efeito renda.

Como o consumo € a fragdo da renda ndo poupada, entdo € possivel fazer:

Cre = (1 = s(reg1)) Ay (18)

Esta condig@o pode ser provada facilmente fazendo (1 — s(r41))A;w; considerando o valor de

s(r) da|Equacdo 16| o que resulta na|[Equacédo 15

3 A dinamica da economia

A dinamica do estoque de capital pode ser obtida substituindo a|[Equacdo 18|na[Equacao 7| de modo
a obter:

Kt+1 = Lt(Atwt — (1 — S(Tt+1))Atu)t)

(19)
K= S(Ttﬂ)Attht

Considere denotar K;/A;L; = k;. Dividindo ambos os lados da equagdo anterior por A; 1L,
obtém-se:
K _ S(Tt+1)Attht
App1 L App1 L (20)
k
t+1

Dado que L; = (1 +n)L; 1 V t, entdo:
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Aplicando o mesmo principio na|Equacdo 3| tem-se:
Ay 1

- 2
A 1+g (22)

Substituindo as equagdes (21) e (22)) na[Equacdo 20] obtém-se:

S(Tt+1)wt
1+n)(1+g) 23)

Substituindo as equagdes (5) e (6) na[Equacao 23] obtém-se:

S(f"(ke1))[f (ke) — ke f'(Ke)] (24)
(1+n)(1+g)

Note que a expressao anterior denota %, ; como sendo uma fun¢do do préprio k;, ;. Para contornar
esta indefinicdo matemadtica, considere assumir uma dada forma funcional para a utilidade e a fun¢do
de producido. A titulo de especificacdo, considere o caso em que a utilidade é logaritmica (# = 1) e a
func¢do de produgdo é Cobb-Douglas.

1+n=

ki1 =

4 Dinamica do modelo com utilidade logaritmica e funcao de
producao Cobb-Douglas

Se a utilidade € logaritmica, entdo # = 1 deve ser valido, o que torna a como:
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Se a funcdo de produgdo é Cobb-Douglas, entdo:

Y, = K [A L)
Y, KP[A L'
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y, = KM[A L™ (26)
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Neste caso, tem-se que f(k;) =y, = k* e f'(k;) = ak?"'. Por consequéncia, tem-se f (k1) =

Yir1 = k& e f/(kis1) = k', Substituindo estes valores na[Equagdo 6 obtém-se o saldrio 6timo
do modelo, dado por:



wp = kY — kyak®!
wy = ki — aky 27
wy = k(1 — «)

Substituindo a[Equacao 27|e a[Equacao 25| na[Equacédo 23| obtém-se:
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Note que, quando k; = 0, tem-se k; = k;. ;. No entanto, este ponto viola o pressuposto de
producdo ndo nula, devendo ser desconsiderado na andlise do modelo. Quando 0 < k; < k*, ki g
cresce a uma taxa superior ao crescimento de k;. Dada a forma funcional da funcdo de producio,
a medida que k; cresce, entdo k;.; passa a apresentar taxas de crescimento cada vez menores, até
chegar ao ponto em que k; 1 = k;. A partir deste ponto, se k; continua crescendo, entdo a inclinagdo
da linha de 45° supera a inclinag¢do da curva concava, indicando que neste caso k; estd crescendo mais
do que k1.

No modelo bdsico de geracdes sobrepostas, o valor de k; sempre converge para k*. Para demons-
trar, considere que no periodo inicial o valor de k; seja ky > k*. Neste caso, k;,; crescerd a uma taxa
menor do que k; e no proximo periodo tem-se k; < k. Caso k; > k*, entdo k; ainda crescerd a uma
taxa maior do que k;,; e no periodo subsequente tem-se ko < k; < kg. Este processo se repete até
que em um dado periodo k; = k; 1 = k™ seja valido.

Portanto, o estado estaciondrio do modelo ocorre quando k* = k; = k; ;. Inserindo esta condi¢ao

na[Equacao 28] obtém-se:
k(1 — «)
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Substituindo o valor de £* na[Equac@o 26| obtém-se o produto do estado estaciondrio, dado por:

1—-a o
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Substituindo o valor de £* na[Equacao 27] obtém-se o saldrio do estado estaciondrio, dado por:
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5 A velocidade de convergéncia

Para definir a velocidade de convergéncia no modelo basico de geragdes sobrepostas, é preciso tomar
uma aproximacao de Taylor de primeira ordem para a equagao de k;; (Equacao 28)). Para tanto, faca

dk
kt+1 = kt+1|kt:k* ﬁ (kt - k*)
ki=k*
dk
fopor = k* + d;{“ (ke — k*) (32)
U\ k=k*
A

kt+1 - k* + )\(]Ct - ]{7*)

Uma solugdo para a equagao anterior pode ser obtida via equagdes diferenciais ordindrias (EDO),
que retornam a seguinte solucao:

ki — k* = X(ko — k) (33)

Com Fkj sendo o calor inicial de k. Neste caso, A € a velocidade de convergéncia para a taxa
de crescimento do estado estaciondrio. No caso de uma fun¢do de produgao do tipo Cobb-Douglas,
considerando a[Equacao 28| o valor de \ € definido como:

ol —a)kd!
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DadoqueVO<a<l= (a—1)/(1—a)=-1

_ a(l—a) (24 p)(14+n)(1+g)
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(34)

O que demonstra que no modelo bésico de geragdes obrepostas, quando a utilidade € logaritmica
e a fungdo de produgdo é Cobb-Douglas, o capital por unidade efetiva de trabalho converge para o
seu valor estaciondrio a uma velocidade equivalente a «v. Neste caso, desde que 0 < A < 1, entdo o
sistema converge suavemente para os valores estaciondrios.



6 Resultados do modelo: Efeitos de uma reducao na taxa de des-
conto

A titulo de exemplificacdo dos resultados do modelo bédsico de geragdes sobrepostas, considere a
ocorréncia de um choque exdgeno sobre a taxa de desconto p, de tal modo que este choque diminua a
taxa de desconto em um dado patamar. Quais as implicacdes sobre a dinamica da economia. A figura
a seguir retrata este caso.

Pela [Equacao 28| note que k.1 € negativamente relacionado com a taxa de desconto. Assim, o
efeito imediato deste choque é o deslocamento da trajetdria cOncava para cima, assim como represen-
tado pela linha pontilhada. Note que agora a nova trajetéria de k;, 1 implica em um estado estacionério
onde k; é necessariamente maior. Considerando as propriedades da convergéncia do modelo j4 cita-
das, caso a utilidade seja logaritmica e a funcao de producgdo seja Cobb-Douglas, uma redugdo em p
implica em um crescimento do estoque de capital por unidade efetiva de trabalho, o qual passara de
kO* para k1* a uma velocidade igual a «.

Dado que k1 é maior com a redugio da taxa de desconto, entdo de acordo com a[Equacao 27|no
estado estaciondrio o novo saldrio serd maior. No entanto, a[Equagao 25|implica no fato de que a nova
poupanca serd menor, o que conduz ao fato de que uma redugdo em p eleva o consumo da geragao
corrente.

Fri1a ki1 = ki
............ kv = £ (k)
"""" 1 ki1 = f(ke)
-
: . > kt
kO* k1~

Encontrou algum erro no material? Por gentileza, contate o autor a respeito por meio de um correio
eletronico via helson@alu.ufc.br
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