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A func3o de verossimilhanca

m Considere (x1, X2, ..., Xxy) como sendo uma amostra aleatéria que tem
uma distribuicdo com densidade dada por f(x,8), em que 6 € © &
um vetor p — 1 de pardmetros desconhecidos e © € RP é o espaco
vetorial que agrupa os pardmetros.

m A func3o de verossimilhanca corresponde & densidade de
probabilidade conjunta de (x1, X2, ..., xy), vista, entretanto como
uma funcdo dos pardmetros desconhecidos 6.

m Formalmente, esta fungdo pode ser descrita como L;(x1, X2, ..., Xy ),
ou simplesmente:

L,'(97X) = f(Xl,Xg,...,XN,a) (1)

m Em que x = (x1, x2, ..., xny)'.
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A func3o de verossimilhanca

m Note que o ponto em que a funcdo de verossimilhanca esta sendo
maximizada corresponde a média da distribuicio.

m Como uma estimagdo paramétrica busca obter o vetor 0 de
pardmetros desconhecidos que represente uma relacdo por meio da
média, é conveniente considerar que os valores do vetor 6 seriam
aqueles que atribuem um valor maximo para a funcio de
verossimilhanca.

L,’(Q,X)

)é,'(@, X)
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A func3o de verossimilhanca

m Contudo, se a distribuicdo &€ muito assimétrica, a média n3o é uma
boa medida de inferéncia. Com isso, os estimadores de maxima
verossimilhanca podem apresentar resultados pouco representativos
em distribuicbes assimétricas.

m Para encontrar a estimativa de maxima verossimilhanca & preciso
encontrar o valor maximo da func3o de verossimilhanca. Visto que
In(x) & uma fungdo crescente de x, a aplicagdo do logaritmo facilita
este calculo. Assim, aplicando /n obtém-se a funcdo de
log-verossimilhanga, dada por:

¢;(0) = In(L;(0,x)) (2)

m No caso de variaveis aleatérias normalmente e identicamente
distribuidas, a funcdo de log-verossimilhanca pode ser escrita como:

N
ti(0) = Z log(f (6, xi)) (3)
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Estimacdo com uma distribuicdo de Bernoulli

m Considere uma distribuicdo do Tipo Bernoulli. Nesse caso, a fun¢éo
de densidade de probabilidade é:

f(x,0) =6 (1-6)"0<6<1 (4)

m Em que 0 é o pardmetro escalar que representa a probabilidade de
sucesso. Nesse caso, os valores da amostra serdo uma sequéncia de
zeros e uns, denotando o fracasso e o sucesso de cada experimento,
respectivamente.

m A funcio de log-verossimilhanca sera:

N N
0(0) = <Zx,-> In(6) + (N - Zx,-> In(1—6) (5)

m Derivando em relacdo a 6 e igualhando a zero, tem-se:
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Estimacdo com uma distribuicdo de Bernoulli

m Resolvendo a equag3o anterior para 6, obtém-se:

() 3= () (v-2)
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Estimacdo com distribuicdo exponencial

m Considere T como sendo o tempo de uso de uma peca até a sua
falha. Suponha também que T tem uma distribuicdo esponencial
com fdp dada por:

f(t) = pe ™ (8)

m Suponha que n dessas pegas estejam ensaiadas, fornecendo as
duracdes até a falha Ty, Ty, ..., T,.

m A func3o de verossimilhanca desta amostra sera:

L(T1, Tay ooy Tp) = B exp ( 52 T) (9)

m A funcio de log-verossimilhanca desta amostra sera:

Ty, Toy..., Tp) = n.n(3) — 52 T; (10)
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Estimacdo com distribuicdo exponencial

m Derivando em relacdo a 5 obtém-se:

oU(Ty, Toyos Ty) 0 &
s B ;
~ n
B= e (11)
dic1 Ti
A1
=7

m Em que T:y.
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Estimacdo com distribuicdo normal

m Considere uma amostra com distribuicdo normal. A funcdo de
verossimilhanga é:

1 Ci—1)?
L(x, ) = ——e 22 (12)

oV 2T

m Aplicando Logaritmo para encontrar a fun¢io de log-verossimilhanca:

(x, 1) = —In(c) — %/n(Qﬂ') - % (13)

m Pelas propriedades do logaritmo, In(c) = 3/n(c?). com isso, a
funcdo de log-verossimilhanca pode ser escrita como:

1 ) 1 & )
Ux, 1) = =5 In(2m0%) — > Z(X; — 1) (14)
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Estimacdo com distribuicdo normal

m Derivando em relacdo a u:

N
ol(x, p -1
(0u ) EQZ(X,'—M)(—U =0
i=1
1
52 1 —Htxe =t — p) =0
N

E (x,-) —Nu=0
~ Z:V,—l(xi)
- N
(15)

m O que demonstra que o valor 6timo de i independe de o.
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Estimacdo de minimos quadrados ordinarios com erros

normalmente distribuidos

m Considere uma equacio de uma regress3o linear maltipla.

y =XB+u

U X~ N(0,0%7) (16)

m Como os erros sdo normalmente distribuidos, o processo de
minimizacdo dos residuos quadraticos pode ser construido com base
em uma funcio de distribuicido de probabilidade normal, a qual é
escrita como:

1 x—p)?
e 2t (17)
oV 2w

f(x) =

m Como p é a média e x — i é equivalente ao erro da estimativa, e
sabendo também que os residuos quadraticos sdo:

ee=(y—XB)(y — XB) (18)
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Estimacdo de minimos quadrados ordinarios com erros

normalmente distribuidos

m A func3o de verossimilhanca pode ser escrita como:

1 _=XxB)(y=XB)
) = —e™ 2 (19)

m A func3o de log-verossimilhanca é:

1 (y = XB)'(y = XB)
U(x,B) = —In(c) — 5/n(27r) - 2 (20)
m Pelas propriedades do logaritmo, In(c) = 1in(0?). com isso, a
funcdo de log-verossimilhanca pode ser escrita como:
1 2y (Y =XB)(y = XB)
Ux,B) = —Eln(27ra ) — 22 (21)
m Resolvendo o produto (y — X8)'(y — X3), obtém-se:
Iy, 1y’ IX/X
x, B) = 7%/n(27r02) _ by 25);y2+6 el (22)
o
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Estimacdo de minimos quadrados ordinarios com erros

normalmente distribuidos

m Derivando em relacdo a 3 e aplicando a igualdade em zero,
obtém-se:

1
53 [-2X'y +2X'XB] =0
X'y = X'X8 (23)
B=(X'X)"(Xy)

m O que demonstra que o principio da minimizacio dos quadrados dos
residuos também pode ser efetuada pelo processo de maxima
verossimilhanca, produzindo os mesmos pardmetros desde que os
erros sejam normalmente distribuidos.
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Estimacdo do modelo Logit

m Considere uma amostra aleatéria com uma variavel binaria Y em
que Y =1 representa o sucesso e Y = 0 representa o fracasso.

m Agora imagine que a probabilidade de sucesso estd condicionada a
um conjunto X de variaveis.

m Considere também que se deseja escrever a probabilidade de sucesso
como uma funcio linear das varidveis condicionais Nesse caso:

N
P(Y =1|X)= Zﬂixi (24)

m Com x; = 1. Considere, no entanto, que a probabilidade de sucesso
assume a forma de uma distribuicdo logistica, ou seja:

1
PlY=1|X=x)= ——+— 25
(Y =11X =) = 1o (25)
m A probabilidade de fracasso pode ser escrita como:
P(Y =0|X=x)=1-p = 1ot = e (26)
B R P 1+ efixi 1+ efixi
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Estimacdo do modelo Logit

m Em que 8 é um vetor de pardmetros desconhecidos a ser estimado.

m O préximo passo é generalizar a probabilidade na forma de uma
funcdo do tipo Bernoulli:

P(Y—yIX—x)—< 1 )y'[l 1 :|(1y,-)

(27)
1 Yi eBixi (1-yi)
v s x == (1) [ 2]

m Seguindo essa especificacdo, é possivel escrever a funcio de
verossimilhanca como:

P(Y—y|X—x)_1_N[< : )y[ e ]M) (28)

P 1+ eBixi 14 efixi

m O uso do produtério indica que o modelo considera a suposicio de
que a amostra aleatéria é 1ID.
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Estimacdo do modelo Logit

m O préximo passo é aplicar o logaritmo para obter a fungdo de
log-verossimilhanca.

N
1 ebixi
Y4 = in | ———— 1—vyi)n|—— 29
6= 3 i (7w ) + o [ r5gw] | @
m Derivando em relacdo a 0, obtém-se:
N

ane) By Bl—y)]
aaz[_1+eﬁx+ 1+eﬁx]0 (30

i=1

m Fazendo f:f; = F(xB):

Z yiF (=xB) = (1 = yi)F(xB)] = 0 (31)

m O valor de 8 pode ser obtido por meio do método de
Newton—Raphson para encontrar um vetor de valores que torne a
equagdo anterior igual a zero.
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Estimacdo do modelo Probit

m O modelo probit segue a mesma légica do modelo logit, alterando-se
apenas no que diz respeito a funcdo densidade de probabilidade, e
consequentemente, a funcio de verossimilhanca.

m Enquanto o modelo logit considera que a probabilidade assume uma
distribuicdo do tipo logistica, o modelo probit considera que o vetor
de probabilidades estimadas segue uma distribuicdo normal padrio.

m Para representar, considere 17 como sendo o preditor linear que
determina a especificacio da probabilidade estimada.

P
i =i (Xi, 8) = Bo+ Y _ BiX; (32)
j=1
m No modelo probit, a probabilidade de sucesso pode ser escrita como:
n e—zz/2
P(Y=1|X)=(n) = dz (33)

N oo V2T
e—zzz

m Em que \/% é a func3o de densidade de probabilidade normal
padrio e z € RR.
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Estimacdo do modelo Probit

m Sabendo que a probabilidade de fracasso é 1 — P(Y =11 X), o
préximo passo é generalizar a probabilidade na forma de uma fungdo
do tipo Bernoulli.

P(Y=y|[X=x)=&()"(1-&n) " (34)

m A func3o de verossimilhanca pode ser escrita como:

L(B (X Y3) chn, ® (n;))' " (35)

m A fun¢3o de log-verossimilhanca pode ser escrita como:

=Y Yilog(®(m) + (1 Yi)log(1—®(n))  (36)
i=1
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Estimacdo do modelo Probit

m Derivando a fun¢do de log-verossimilhanca em relacdo a 3, tem-se:

o & LR S
BT :;Xi'¢(77i) <¢(ni) - 1—¢(77;)>

n v . (37)
=N"X;- & (n; i _
2 o) (5iya sy~ T-6wm)
m Lembre-se que:
—z%/2 Bo+320_4 BiXij o—2%/2
o(z) = e\/ﬂ e que d(n) :/_ eﬁdz
(38)

m Assim como no modelo logit, o método de Newton—Raphson pode
ser usado para encontrar o valor de 3 que torne a Equacdo 37 igual
a zero.
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Estimacdo do modelo Tobit

m A légica do modelo tobit é semelhante a I6gica dos modelos logit e
probit. No entanto, nesse caso considera-se uma funcdo densidade
de probabilidade normal e adiciona-se o conceito de censura e
truncamento.

m Imagine que uma variavel aleatéria Y segue uma distribui¢do normal
e é truncada no intervalo (tp, t;). Nesse caso, tem-se:

m Nesse caso, Y ndo existe fora do intervalo (tp, t1).

m Ex: Proporcies; Nota do Enem; Indice de Gini.

to t1
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Estimacdo do modelo Tobit

m O truncamento demonstrado anteriormente ocorre tanto na parte
inferior quanto na parte superior do limite.

m Também existe o truncamento a esquerda (ou para baixo) que
ocorre quando a variavel aleatéria n3o possui valores menores do que
o limite inferior do truncamento mas o limite superior & infinito.

m E o truncamento a direita (ou para cima), que ocorre quando a
variavel aleatéria ndo possui valores maiores do que o limite superior
do truncamento, mas o limite inferior & infinito.

to t1

Truncamento a esquerda Truncamento a direita
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Estimacdo do modelo Tobit

m Exemplo de variaveis truncadas a esquerda: Idade (Truncada em
zero), Salario (Truncada em zero), M3o de obra (Truncada em
zero), tecnologia (Truncada em zero).

m Exemplo de varidveis truncadas a direita:
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Estimacdo do modelo Tobit

m A censura é bastante semelhante ao truncamento, porém, na
censura os valores existem fora dos limites considerados, no entanto,
ndo sdo observados.

m Imagine uma variavel que representa a remuneracio do trabalho dos
individuos que ganham entre 1 e 2 salarios minimos. Existem
remuneraces maiores que 2 salarios minimos assim como existem
remuneracdes menores que 1 salario minimo. Porém, esses valores
ndo sdo considerados. Neste caso, a remunerag3o estaria sendo
censurada no intervalo de 1 e 2 salarios minimos.

to t1
Variavel censurada em tg e ty
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Estimacdo do modelo Tobit

m Para demonstrar os procedimentos de calculo do modelo tobit,
considere uma variavel aleatéria y com truncamento ou censura em
um limiar T" A esquerda. Nesse caso, defina d como uma condicdo
binaria de tal forma que:

|1 sey>T
d{O sey <T (39)

m Agora considere que a variavel y pode ser escrita como uma fungio
linear dos seus regressores:

N
y=> BiX (40)
i=1
m Agora assuma que a probabilidade de ocorréncia de y > TI" pode ser

representada por uma distribuicdo normal de tal forma que:

1 _=w)?
p(y) = e 202 (41)
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Estimacdo do modelo Tobit

m Reescreva 41 de tal modo que:

( ) 1 (yi’Z,Nq ﬁixi)z
ply)= e 202
2
V2ra? ) 2 )
11 g(M)
- - e =
o\2n
m Para y <T, tem-se:
( ) 1 (*E?’ﬂ 5in)2
ply)= e 252
2
V27102 )
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Estimacdo do modelo Tobit

m A func3o de verossimilhanca pode ser escrita como:

1l l“()] = lle—%(zf“—w)z]

1-d

N 1 1 1 N ’
5(5,02)22 d; 2|n2W2|n02M<y;Zﬂ;X;> +

i=1

1 1 1 N
2 E :
(]_,d’.) ——In2r—=Inco ~ 532 ( ' ﬂ,‘X,')
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Estimacdo do modelo Tobit

m Derivando em relacio a S:

oInl L1 u i
3 :Zﬁ d; }/i*;@'xi +(1—d) *Z;@'Xi (—xi) =0

i=1

m Novamente, o método de Newton-Raphson pode ser usado para
encontrar o valor de 3 que torna a Equac&o anterior igual a zero.

m No caso da censura ou truncamento a direita, o procedimento é o
mesmo, apenas o valor de d é alterado, passando a ser definido
como:

1 sey<lL
d_{O sey>1L (44)

helson.souza@academico.ufpb.br Estimagdo por Maxima Verossimilhanca



Estimacdo do modelo Tobit

m Similarmente, quando existe truncamento ou censura a direita e a
esquerda, d passa a ser escrito como:

|1 selp<y<ly
d_{O sey<lgouy>L; (45)
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