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Objetivo geral

@ Entender o conceito de derivada bem como as principais regras de
derivacdo e as suas possibilidades de utilizac3o.

Objetivos especificos

@ Conhecer o conceito matematico da derivada.
Entender as principais regras de derivac3o.

Conhecer as regras de derivagdo em fungdes trigonométricas.

Aprender a identificar extremos relativos de uma fun¢do por meio da derivada.
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O conceito de derivada

A derivada é um mecanismo matematico que permite encontrar a
inclinacdo de uma reta tangente a curva de uma fun¢do em um
determinado ponto do seu dominio.

o Para que? A inclinacdo da reta tangente a curva de uma fung¢do em
um dado ponto do seu dominio permite concluir o sentido das
mudancas na imagem da func¢do caso ocorram modificagcdes no
dominio em um ponto préximo ao ponto de tangéncia.
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Derivada

Intuicdo
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Definicao

@ Seja f uma fun¢do e p um ponto no dominio de f, o cdlculo da derivada visa
encontrar o coeficiente angular da reta tangente a curva de f no ponto (p, f(p)).

@ Para demonstrar, considere a figura a seguir. Suponha que queiramos encontrar o
coeficiente angular da reta s no ponto em que f e s sdo tangentes.

y
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finicao

@ Considere o tridangulo A,B,C. O segmento A-C é equivalente a x — p,
enquanto o segmento C-B corresponde a f(x) — f(p). Como
queremos encontrar a inclinagdo em A, entdo deveremos fazer uso do
calculo da tangéncia que equivale a razdo entre os catetos opostos e
adjacentes ao dngulo em questao.

:C:B:f(x)—f(p) (1)
A:C X—p

@ No entanto, note que a reta s cruza a curva da funcao em dois pontos
e nd3o unicamente em um ponto como presupde-se para a tangente.

Teg(p, f(p))

@ Para contornar esse questionamento e concluir o raciocinio a respeito
da derivada, considere o caso em que p estd variando e se
aproximando do ponto x. Nesse caso, diz-se que x esta tendendo a p
e atingird um valor extremamente préximo de p o qual é denominado
de limite de f(x) quando x tende a p. A equacdo anterior passa a ser
escrita como:
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Definicao

x=p  X—p

(2)

@ A derivada também pode ser encontrada por meio da utilizacdo do
seguinte teorema a respeito dos limites:

Fx) —f(p) _ . flp+h)—(p)

i
Xinp X—p h—0 h (3)
@ Neste sentido, o célculo da derivada pode ser obtido a partir de:
. f(x) —f(p) . f(p+h)—f(p)
f'(p) = | f(p) =1 4
(p) = Jim == —— oufilp) = Jim \ (4)

Definicao

Seja f uma fungdo e p um valor em Dy, a derivada de f no ponto
(p, f(p)) é dada por f'(p) = limy_0 w.
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@ Para ilustrar, considere a fun¢do f(p) = 2, representada na Figura ?7?:
Evidentemente, uma reta que tangencia a curva dessa fun¢do em
qualquer ponto n3o possui nenhuma inclinagdo, uma vez que a sua
representacdo grafica seria perfeitamente inelastica ao eixo x.
Provaremos isso por meio da derivada utilizando a Equagdo (4).

@ Definiremos o ponto p = 4 para encontrar a derivada da fun¢go f(p)
nesse ponto. Se f(p) =2 e p = 4, ent3o:

=f(p+h)=2
= f(p) =2
o Entdo:
jim fPER = FP) _ 1 2-2_
h—0 h h—0 2

@ O resultado impGe uma regra basica no uso das derivadas, a qual
indica que toda funcdo constante possui derivada igual a zero.
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Derivada de uma func3o constante

@ Genericamente, considere a fun¢do constante f(p) = k, com k
correspondendo a um nidmero qualquer. Dado que f(x) = k V x
entdo f(x + h) = k V x, em um determinado ponto p, a inclinagdo da
reta tangente a curva dessa funcdo sera:

k—k
4 = 1 _— i =
Fia) = fllgno h flylnoo 0 (5)
f
f(p) = k
p
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Regras de derivacao

Derivada de uma fungdo afim

@ Sejam f(x) = ax + b uma fung3o de valor real, qual a derivada de

f(x)?
o Resposta: Tem-se f(x + h) = a(x+ h) + b e f(x) = ax + b. Como
y'(p) = limp_yo w, ent3o:
d . a(x+h)+b—ax—b>b
e 10 = i 2
_ax+tah+b—-ax—b
h (6)
_ah
" h
=a
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Regras de derivacao

Derivada de uma fungdo polinomial de grau n

@ Seja f(x) = ax" uma fungdo de valor real, qual a derivada de f(x)?

@ Resposta: Tem-se que:

f(x+ h) =a(x+ h)"

= a[(x + h)(x + h)(x + h)...(x + h)] O que corresponde a )
=2 {x" +x"h 7"("27 222 gt h"}

@ De acordo com o conceito de derivada, tem-se:

[x + nx"" 1h—l—"" 2) = 2h2~&—...—|—n><h"_1—&—h"] — ax"

ax () = Jimy h
a [nx"*lh + 02 =2p2 o onxh" T 4 h"}
- h
1
= anx
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Regras de derivacao
Regra da soma

@ Sejam f(x) e g(x) duas fun¢des de valor real, qual a derivada de
y(x) = f(x) + g(x)?
o Resposta: Tem-se y(x + h) = f(x+ h) + g(x + h) e

y(x) = f(x) + g(x). Como y'(p) = limy_o w, entdo:

fx+h) +glx+h) = (f(x) + &(x))

9 (F(x) + g(x)) = lim

dx h—0 h
i Fx ) (x4 h) — £(x) — g(x)
h—0 h
_ i [OCE) () (x4 h) —g(x),
h—0 h
— i TR IO £ R — ()
a h—0 h h—0 h
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Regras de derivacao

Regra do produto

@ Sejam f(x) e g(x) duas fun¢des de valor real, qual a derivada de
y(x) = f(x) * g(x)?
o Resposta: Tem-se y(x+ h) = f(x+ h)xg(x+ h) e

y(x) = f(x) x g(x). Como y’(p) = limp_0 w, entdo:

d . f(x+ h)g(x+ h) — f(x)g(x)
o5 (F()g(x)) = lim p
Adicionando e subtraindo w
— i f(x+ h)g(x + h) — f(x+ h)g(x) + f(x + h)g(x) — f(x)g(x)
h—0 h
= lim (g(x) (W) +lim | F(x o+ h) M

o0 f(x) pois h— 0 &' (x)

= f(x)g'(x) + g(x)f (x)
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Regras de derivacao
Regra do quociente

@ Sejam f(x) e g(x) duas fun¢des de valor real, qual a derivada de
y(x) = f(x)/g(x)?

o Resposta: Tem-se y(x+ h) = f(x+ h)/g(x+ h) e
y(x) = f(x)/g(x). Como y'(p) = limp_ M

d(@)_mjﬁﬂ—%

dx \ g(x)

, entdo:

h—0 h

o [t )

= Jim, [h(g(x) +h " hg(x)

lim g(x)f(x+ h) — g(x+ h)f(x) (10)
h—0 hg(x)g(x + h)

f(x)g(x)

hg(x)g(x + h)

o BOOFGCE B) — g(x + () + ()8 (x) — F()8(x)
h—0 hg(x)g(x + h)

= Adicionando e subtraindo
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Regras de derivacao

Regra do quociente

g&HﬂX:M*ﬂﬂ]__fUHdXiM*gUH

g(x)g(x + h)

o (a) = tm

f(x+ h) —f(x g(x+ h) — g(x
MLELEC S LELEC
N————

. f/(x) . g'(x)
= — 11
M e(x) g+ h) W g(x) glx+h) Y

N—— ——
g(x) pois h — 0 g(x) pois h — 0

_g()f'(x) _ f(x)g'(x)
g(x)g(x)  g(x)g(x)
f'(x)g(x) — &' (x)f(x)

[g(x)]
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Regras de derivacao
Regra da cadeia

@ Sejam f(x) e g(x) duas fun¢des de valor real, qual a derivada de

y(x) = f(g(x))?

o Resposta: Tem-se yi(rf) f(g(x)) e y(p) = f(g(p)). Como

y'(p) = limyp () — ) entso:

V(p) = fim f(g(x)) — f(&(p))

X—p X—p

Multiplicando e dividindo por g(x) — g(p)

f(g(x)) — f(g(p)) {g(X) - g(p)]

= |lim

x=5p X—p g(x) — &(p) (12)
— im | F8)) — f(g(p))} im [g(X) - g(p)]
| glx)—glp) Jx=wp| x—p |
(&) F(x)
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Regras de derivacao

Exemplo de uso da regra da cadeia

@ Suponha que uma firma produz um produto Y substituindo captal
(K) por trabalho (L) de acordo com uma fungdo de Elasticidade de
Substituicdo Constante (CES). Qual a produtividade marginal do
capital?

o Tem-se: (g(K)) = A[0K? + (1 — 6)L°]»

o g(K)=6KP+(1—-6)LP e g'(K) = pdKF~L.

pMG, — OY L) <1A[6K” +(1- 5)Lp]i1> PSP

oK p
= ADK? + (1-0)L°] 7 (poKPY)
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Derivadas de funcoes trigonométricas

Fun¢do seno

@ Seja f(x) = sen(x) uma fungdo de valor real, qual a derivada de f(x)?
e Tem-se f(x + h) = sen(x + h) e f(x) = sen(x).

dsen(x) i f(x+ h)—f(x)
dx  hoo h
~lim sen(x + h) — sen(x)
h—0 h
Dado que sen(a + b) = sen(a)cos(b) + cos(a)sen(b) entdo
— sen(x)cos(h) + cos(x)sen(h) — sen(x) (13)
h—0 h
: sen(h) sen(x) [cos(h) — 1]
- /l@o cos(x) h + /Iyino h
——

1 pelo TLF
Multiplicando e dividindo o segundo termo porcos(h) + 1
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Derivadas de funcoes trigonométricas

Fun¢do seno

dsen(x) . sen(x) [cos(h) — 1] cos(h) +1
dx cos(x) + i ( h ) (cos(h) + 1)
sen(x) [cos®(h) + cos(h) — cos(h) — 1]
h[cos(h) + 1]
B . sen(x) [cos®(h) — 1]
= cos(x) + lll—rpo h[cos(h) + 1]
Sabe-se que sen’(a) + cos’(a) = 1 o que implica em cos’(h) — 1 = —sen’(h)
B . sen(x) [—sen(h)sen(h)]
= cos(x) + Ilvl—rPO h[cos(h) + 1]

_ . sen(x) [—sen(h)] sen(h)
= cos() + fim = S+ 1 h

1 pelo TFL

= cos(x) + ,Irm

como sen(0) =0 e cos(0) =1

sen(x) x 0

= cos(x) + 11

= cos(x)
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Derivadas de funcoes trigonométricas

Fung¢3o cosseno

@ Seja f(x) = cos(x) uma fungdo de valor real, qual a derivada de f(x)?
e Tem-se f(x + h) = cos(x + h) e f(x) = cos(x).

dcos(x) . cos(x + h) — cos(x)
= lim
dx h—0 h
sabe-se que cos(a + b) = cos(a)cos(b) — sen(a)sen(b)

— lim cos(x)cos(h) — sen(x)sen(h) — cos(x)

h—0 h
— im cos(x)cos(h) — cos(x) lim sen(x) sen(h)
h—0 h h—0 h
——
1 pelo TFL

multiplicando e dividindo o primeiro termo por cos(h) + 1
cos(x)[cos(h) — 1] | [ cos(h) + 1
h cos(h) +1

_ i cos(x)[cos?(h) + cos(h) — cos(h) — 1]
= —sen(x) + lim hlcos(h) + 1]

= —sen(x) + ’I,l'no
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Derivadas de funcoes trigonométricas

Fung¢3o cosseno

deos(x) _ . cos(x)[cos*(h) — 1]
o sl i R 1]
Sabe-se que sen’(x) + cos’(x) = 1 entdo cos’(h) — 1 = —sen*(h)

_ . cos(x) — sen’(h)
= sen() 4 im = osthy + 1]

_ . cos(x)sen(h) sen(h)
= sen() + fim Toosthy + 11 h

1 pelo TLF

como sen(0) =0 e cos(0) =1
10
1+1

= —sen(x) +

= —sen(x)
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Derivadas de funcoes trigonométricas

Funcdo tangente

@ Seja f(x) = tg(x) uma fung¢do de valor real, qual a derivada de f(x)?
e Tem-se: f(x + h) = tg(x + h) e f(x) = tg(x).

dtg(x)

— lim tg(x + h) + tg(x)
dx  h=0 h

sen(x+h) sen(x)
— Iim cos(x+h) ~ cos(x)
h—0 h

Dado que sen(a + b) = sen(a)cos(b) + sen(b)cos(a)

e sabendo que cos(a + b) = cos(a)cos(b) — sen(a)sen(b) entdo

como tg(x) =

sen(x)cos(h)+sen(h)cos(x) sen(x)
dtg(X) — Iim cos(x)cos(h)—sen(x)sen(h) ~ cos(x)
dx  h>0 h

@ O préximo passo é aplicar o MMC no numerador da equac3o anterior.
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Derivadas de funcoes trigonométricas

Funcdo tangente

cos(x)sen(x)cos(h)—sen(h)cos?(x)—sen(x)cos(x)cos(h)+sen?(x)cos(h)
cos(x)[cos(x)cos(h)—sen(x)sen(h)]

Ie(x) _ i,
dx h—0 h
_ sen(h)[cos?(x) + sen?(x)]
h—0 hcos(x)[cos(x)cos(h) — sen(x)sen(h)]

. sen(h) [cos?(x) + sen?(x)]
h—0 _ h  cos(x)[cos(x)cos(h) — sen(x)sen(h)]
1 pelo TFL

Dado que cos?(x) + sen?(x) = 1, entdo

. 1
N flrlno cos?(x)cos(h) — cos(x)sen(x)sen(h)

como cos(0) =1 e sen(0) =0

1 1 dt,
= ——5,— como sec(x) = entdo £(x)
cos?(x cos(x X

= sec?(x)
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Derivadas de funcoes trigonométricas

Fungdo secante

@ Seja f(x) = sec(x) uma fun¢3o de valor real, qual a derivada de f(x)?
@ Sabe-se que sec(x) = portanto, tem-se f(x) = e

f(x+h)=

I 1
cos(x)’ cos(x)

1
cos(x+h)"
dSGC(X) — Iim cos()1<+h) B cosl(x)
dx  hoo h
cos(x) — cos(x + h)
"~ h—0 hcos(x)cos(x + h)

Aplicando o MMC

como cos(a + b) = cos(a)cos(b) — sen(a)sen(b)

— lim cos(x) — cos(x)cos(h) + sen(x)sen(h)
h—0 hcos(x)cos(x + h)

_ cos(x)[1 — cos(h)] .. sen(x) sen(h)
h—0 hcos(x)cos(x + h) = h—0 cos(x)cos(x +h) _ h

~—
1 pelo TFL
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Derivadas de funcoes trigonométricas

Fungdo secante

dsec(x) im 1 — cos(h) _ sen(x)
dx  h—0 hcos(x + h) = h—0 cos(x)cos(x + h)
sen(x)

como cos(0) =1

cosz( )
1 sen(x)

x) cos(x)
——

tg(x)

x)
)()
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Derivadas de funcoes trigonométricas

Fungdo cotangente

e Considere uma fun¢do do tipo f(x) = cot x. Como encontrar a
derivada dessa funcdo em um determinado ponto x? A resposta é
demonstrada a seguir:

@ Primeiro, ressalta-se que:

COS X
= cotx =

tan x sin x
Cos X

cotx =

= cotx =

sin x

@ Agora considere esses conceitos na aplicacdo da regra basica e definae
y = %, g(x) = cos x e h(x) = senx.

o Utilizando a regra do quociente, tem-se:
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Derivadas de funcoes trigonométricas

Fungdo cotangente

(Z((Cot(x)) = £ (X)Xh(&)(;)g)(zX)Xh (x)
i((COt(X)) _ fsen(X)Xsirslé:();)()gosxxcosx)
_ n2 x)— 2 x
4 (cot(x)) = W
—(sen?(x 2(x
4 (cot(x)) = (sen ¢ n)2+(xc;>s (x))
como sen*(x) + cos®(x) = 1
C;i(cot(x)) = _sinl2x
4 (cot(x)) = —csc? x
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Derivadas de funcoes trigonométricas

Fungdo cossecante

e Considere uma fung¢do do tipo f(x) = csc x. Como encontrar a
derivada dessa funcdo em um determinado ponto x? Para derivar esse

tipo de funcdo vocé pode proceder de duas formas:

1 d _ . . .
Snx © due -(senx) = cosx, é possivel utilizar a

regra do quociente para encontrar % CsC X.

@ Dado que cscx =

d _ 0% sen(x) — cos(x)

o csc(x) = sen?(x)
_LS(X) omo COS(X):co x) e L = csc(x
~ sen?(x) sen(x) tx) sen(x) ()
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Derivada de uma funcao logaritmica

e Considere uma fung¢do do tipo f(x) = In(x). Como encontrar a

derivada dessa fungdo em um determinado ponto x?
1
t

e Dado que e = limy_, (1 + %) ou e = lim;_o(1 + t)%, ent3o.
d . In(x+h)—In(x)
Eln(x) = h

1 X+ h
= lim —/In
h—0 h X
= lim 1ln <1 + h)
h—0 h X

h - ~
Fazendo — = t, entdo h = tx de modo que se h — 0 entdo t —
X

.1 n

= tll_r;rg) t—Xln (1+t) Dado que nlog(A) = log(A)
1

= im0 o)
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Derivada de uma funcao logaritmica

1
t

e Visto que e = lim¢_0(1 + t)*, entdo:

d 1
aln(x) ;/n(e) Como In(e) =1
d 1
&In(X) = ;
1 fr
observe que se g(x) = In() e f(x) = x, entdo <= 7X
entao
d - frx
dx - f(x)
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Derivada de uma func3o exponencial

@ Seja f(x) = € uma fungdo de valor real, qual a derivada de f(x) no
ponto x = x7?
o Tem-se f(x) = e e f(x + h) = " Entio:

d . exp(x 4 h) — exp(x)
o (&P X) = fim h
exp(x) - expl(h) — exp(x)
= lim
h—0 h
o ee()(en(h) 1)
h—0 h
_ . exp(h)—1
-t 0
In(e) pelo 3° TLF
Como In(e)=1
— exp(x)
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Derivadas parciais

o Considere uma func3do de valor real com mais de um argumento,
y = f(x1,x2,xn) = f(x;) com i =1,2,...,n.

@ As derivadas parciais de f mostram a inclinacdo da reta tangente a
curva da fungdo em um dado ponto (x;, y).

@ A titulo de especifica¢do, a derivada parcial de f(x;) em relagdo a x;
avaliada no ponto x; = p mostra a inclinagcdo da reta tangente a
curva da fungdo f(x;) no ponto y,x; = p e pode ser escrita como:

of (x;) " f(x1+ h,x2, ..., xp + h) — f(x;)

6x1 x1=p h—0 h

com Xj = X1,X2,..Xp € X1 = P
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Derivadas parciais

@ Para demonstrar, suponha que queiramos encontrar a derivada da
funcdo z = 10x? + y2 no ponto em que x = 10.

of (x, )

10(x + h)? + y? — 10x2 — y?
m
Ox

w—10 h—0 h
10(x? + 2xh + h?) — 10x?
h—0 h
10h(2x + h)
-0  h
= lim 20x + 10h
h—0

= 20x
=20x* 10 = 200
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Derivadas parciais

4,000 |

2,000 |

2020
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Derivadas parciais

Exemplo de utilizagcdo

o Considere que existem xi, X2, ..., X, bens em uma economia e que a
utilidade de um consumidor representativo pode ser representada de
acordo com uma fung¢do de utilidade do tipo Stone-Geary, isto é:

n

UGq) =[]0 — )¢

i=1

o A utilidade marginal do bem x; é dada por:

aU(x;) o1 T o
o = 01l =) ljl;[z(xj- — %)
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Derivadas de ordem superior

@ Seja / um intervalo em R e f: | — R uma funcdo derivavel. A
derivada de f, a funcio f’, serd chamada de derivada primeira de f
ou de funcao derivada primeira de f.

e Caso a funcio f’ seja derivdvel, a derivada de f’ serd denotada por "
e chamada de derivada segunda de f. Analogamente, se " for
derivavel, a derivada de f” serd denotada por " e chamada de
derivada terceira de f.

e Para n > 3, a n-ésima derivada da fungdo f, denotada por f(n), é a
derivada primeira da fungdo f(n — 1) (derivada (n — 1)-ésima de f).

_ 0f(x)
T Ox
E)f(l)(x)

fO(x) = M
X

fO(x)

(15)

af (=1 (x)
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Derivadas de ordem superior

Exemplo

o Considere a fungdo f(x) = 2x*.

@ Usando a regra da poténcia, obtém-se:

l)X

(x)
2 (x)
(x)

(x)

4)X

8x3
24x
48x
48
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Derivadas de ordem superior

Exemplo

100 | 1 |— f(x)

AN e
ol / |
(x)
(x)

y = f(x)
o
T
|
- ™
= ©
X X

—50 1| .

—100
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Extremos relativos a partir da derivada

@ Se a derivada mede a inclinacdo da reta tangente a curva da funcio
em um dado ponto, entdo no ponto em que esta inclinacdo é nula, a
funcdo apresenta um extremo relativo.

@ Este extremo pode ser um ponto de maximo ou de minimo.

@ Assim, a derivada nula é uma condigcdo necessdria para que uma
funcdo esteja sendo maximizada em um dado ponto.
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Extremos relativos a partir da derivada

Fun¢bes de um tnico argumento

f(x)
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Extremos relativos a partir da derivada

Maéximos relativos: Fungdes de um (nico argumento

e Um dado ponto p = (x, f(x)) serd um ponto de méximo relativo de
f(x) se f'(x) = 0 e se o sinal de f’(x) é positivo a esquerda do ponto
p = (x,f(x)) e negativo a direita do ponto p = (x, f(x)).

f(x)
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Extremos relativos a partir da derivada

Minimos relativos: Fungdes de um (nico argumento

e Um dado ponto p = (x, f(x)) serd um ponto de minimo relativo de
f(x) se f'(x) =0 e se o sinal de f'(x) é negativo a esquerda do ponto
p = (x, f(x)) e positivo a direita do ponto p = (x, f(x)).
f(x)
f(x)

Métodos quantitativos helson.souza@ufca.edu.br 42/53



Extremos relativos a partir da derivada

Fun¢bes de um tnico argumento

@ A condig3o necessaria para que um determinado ponto x = p seja um
ponto de méximo (ou minimo) de f(x) estabelece que a derivada de
f(x) no ponto x = p deve ser igual a zero, isto é:

O (x)

— / —

X=p

@ A condicdo suficiente para a existéncia de extremos relativos
estabelece que:

e Se 62f(2x) = f"(p) < 0 entdo p é um ponto de maximo de f(x).
Ox x=p

e Se 6282(;() = f"(p) > 0 entdo p é um ponto de minimo de f(x).
x=p
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Extremos relativos a partir da derivada

Fun¢bes de um tnico argumento

o Considere a fungdo f(x) = 2x? 4 4x. A condi¢do necesséria para a
existéncia de extremos relativos estabelece que:

Of (x)

X

=4x+4=0 — x=1

@ De acordo com a condicdo suficiente para a existéncia de extremos
relativos:

0°f(x)

=4
X2

x=1
@ Como 4 > 0, entdo x = 1 é um ponto de minimo relativo de
f(x) = 2x2 + 4x.
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Extremos relativos a partir da derivada

Fung¢bes com miuiltiplos argumentos

e Considere uma fun¢do f(x1,x2, ..., xp). A condi¢do necessdria para a
existéncia de extremos relativos estabelece que todas as derivadas
parciais de f devem ser iguais a zero, isto é:

fO(x)=0
fP(x) =0
fO(x)=0
f(M(x) =0
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Extremos relativos a partir da derivada

Fun¢bes com miuiltiplos argumentos

z(x,y)
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Extremos relativos a partir da derivada

Fung¢bes com miuiltiplos argumentos

@ A condicdo suficiente para a existéncia de extremos relativos em uma
funcdo de muiltiplos argumentos depende da condigcdo de convexidade
da fung¢do no entorno do ponto critico.

e Seja f(x1,x2,...,%,) uma fungdo de mdltiplos argumentos definida em
um conjunto convexo S, seja p = (X7, X3, ..., X5 ) um ponto critico de
fem S, se f é cobncava no entorno de p, entdo p é um ponto de
maximo local de f em S.

e Seja f(x1,x2, ..., Xn) uma fungdo de mdltiplos argumentos definida em
um conjunto convexo S, seja p = (X7, X3, ..., x;) um ponto critico de
f em S, se f é convexa no entorno de p, entdo p é um ponto de
minimo local de f em S.

@ A condigdo de covexidade local de uma fun¢do com multiplos
argumentos pode ser verificada a partir dos sinais dos menores

principais da matriz Hessiana de derivadas parciais de segunda ordem
da fungdo.
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Extremos relativos a partir da derivada

Fung¢bes com miuiltiplos argumentos

@ Seja DIX; a derivada parcial da i-ésima condicdo de primeira ordem em
relacdo ao j-ésimo argumento da fungdo, avaliadas no ponto
p = (X{,x3,...,xy), a matriz Hessiana de derivadas parciais de
segunda ordem, H, pode ser escrita como:

x* x* x*
17*1 1’*2 P 17[’
DX, DX DX
2,1 22 2,n
H=| 7 7 : (16)
x* x* x*
n,1 n2 - Dn,n

)
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Extremos relativos a partir da derivada

Fun¢bes com miuiltiplos argumentos: Condig3o suficiente

@ Seja Dy o determinante de H, se todos os menores principais de H
sdo menores ou iguais a zero e se Dy > 0, entdo f(x1,x2, ..., Xp) é
cbncava no entorno do ponto p = (x{, X3, ..., x5) € p é um ponto de
maximo local de f em S.

@ Se todos os menores principais de H s3o n3o negativos e se Dy > 0,
entdo f(x1,x2, ..., Xn) € convexa no entorno de p e p é um ponto de
minimo local de f em S.

@ Se nenhuma das duas condi¢Bes anteriores é satisfeita, entdo p ndo é
maximo nem minimo local de f em §.
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Extremos relativos a partir da derivada

Fung¢bes com miuiltiplos argumentos: Exemplo

@ Considere uma fun¢cdo com dois argumentos

f(x,y) = —2x2 — 2xy + 36x + 42y — 158. Existe um extremo relativo
nesta funcdo?

@ Pela condic3o necessdria para a existéncia de extremos relativos,

tem-se:
f
OFY) _ 4y 9y 136=0
36 — 2y
X =
4
of(x,y)
= 2x—4y+42=0
dy Y (18)
x=21-2y

@ Substituindo a Equagdo (17) na Equagdo (18):
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Extremos relativos a partir da derivada

Fung¢bes com miuiltiplos argumentos: Exemplo

36 — 2y
21 -2y = ——=
Y 4
84 — 8y =36 — 2y (19)
by = 48
y=38
@ Substituindo na Equagdo (17):
36 —2x%8
X=—
4 (20)
x=>5

e Portanto, o ponto (x,y) = (5,8) é um candidato a extremo relativo
da fungdo em questdo.

@ O préximo passo é montar a matriz Hessiana de derivadas parciais de
segunda ordem e checar a condig3do suficiente para a otimizac3o.
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Extremos relativos a partir da derivada

Fung¢bes com miuiltiplos argumentos: Exemplo

@ As condicdes de segunda ordem s3o:

D](_xl Y ) = 4

)

D(X*vy*) — _2
2,1
Dy = 4

@ A matriz Hessiana de derivadas parciais de segunda ordem é:

H= [:g :ﬂ (22)

@ Seja H; o i-ésimo menor principal de H com i = 1,2, ..., n, tem-se que
Hy = —4 <0e |H| =12 >0, implicando no fato de que o ponto
(x,y) = (5,8) é um ponto de maximo local da fungdo em questdo.
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