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1. Modelos Lineares

1.1 O Modelo Linear Geral

Os modelos lineares sao aqueles com forma funcional linear tanto na parte independente
guanto na parte explicada. Esses modelos podem ser estimados por qualquer estimador, mas
sdo convencionalmente atribuidos ao estimador de Minimos Quadrados Ordinarios (MQO). Em
suma, um modelo linear simples possui a seguinte especificagao:

Y=a+pX+¢

Em que Y é uma variavel dependente, « € o intercepto da reta de regresséo, f € o coeficiente
angular da reta de regressao e g é o termo de erro idiossincratico que mede a diferenca entre o
valor predito e o valor real de cada observacdo. Estimar esta equacéo por MQO significa
encontrar um valor para @ e f que satisfagam a seguinte condi¢éo:

min (Z(Y —a - ﬁX)2>

Caso Y seja explicado por mais de uma variavel, podemos descrever X como sendo uma
matriz de variaveis explicativas. Tem-se entdo um modelo linear multiplo ou geral.

Yl a ﬂl Xl,l X1,2 v Xl,n &1
Y, o B || Xox Xon ... Xo, £
= . + . . . . +
Yn ay ﬂn Xn,l Xn,Z e Xn,n Ep

E conhecido que tanto no caso do modelo linear simples quanto no caso do modelo linear
geral, a estimacé&o via MQO gera um valor para f§ equivalente a:
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p=X'X)"'X'Y

Em R, a estimag¢é@o de um modelo linear via MQO é feita com o uso da funcdo Im(). Para
demonstrar, vamos usar a base de carros disponivel no R para medir o efeito da quantidade de

cilindros no desempenho do carro.

# Regressao linear simples

modelo linear <- lm(formula = mpg ~ cyl, data = mtcars)
summary (modelo linear)
Call:
Im(formula = mpg ~ cyl, data = mtcars)
Residuals:

Min 10 Median 3Q Max
-4.9814 -2.1185 0.2217 1.0717 7.5186
Coefficients:

Estimate Std. Error t value Pr(>|t])

(Intercept) 37.8846 2.0738 18.27 < 2e-16 **x*
cyl -2.8758 0.3224 -8.92 6.1le-10 ***
Signif. codes: 0 ‘*¥*’' 0,001 ‘**' 0.01 ‘*’' 0.05 ‘." 0.1 * "1

Residual standard error: 3.206 on 30 degrees of freedom

Multiple R-squared: 0.7262,
F-statistic: 79.56 on 1 and 30 DF,

1.2 Regressao linear clusterizada

Em uma regresséo linear clusterizada existe uma dupla matriz (Y;
ao individuo em especifico e g € um cluster que subdivide as informagdes, sendoi = 1....n

),eng

eg=1,...G.Deixe Y, = (Ylg,... Y,

s Inyg

Adjusted R-squared:
p-value: 6.113e-10

0.7171

2> Xig) emque i se refere

4

!/
X ) representarem o n,

s Angg

(X1g5 ---

x 1 vetor de variaveis dependentes e a matriz ng k de regressores do g-ésimo cluster.

Podemos escrever a regressao clusterizada como:

Y, = Xi/gﬁ+ Cig
ou
Y, =X,f+e,

Emque e, = (elg,
pode ser derivado como:
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ng 1 G

G n
p=| 2 2 XX, ) Zg: Xigig
g=1 i=1 g=1 i=1
G 176
= XXX, ) | XX,
=1 g=1

-1
= (XéXg) (XéYg)
Nesse caso, a média do estimador MQO pode ser obtida fazendo:

G

/
Z Xgeq
g=1

-1
G

p—F= ZXéXg
g=1

-1

G G
Ef -B1XI=( ) X;X, X/E [e, | X]
g=1 g=1
G 1 /¢
= Z Xg X, Z X E [eg | Xg]
g=1 g=1
=0
E a variancia do estimador MQO é obtida fazendo:
G G
var ZXéeg | X| = Zvar[Xg,eg | Xg]
g=1 g=1

G
= Z X, E [egez/z | Xg] X,
g=1

G
=) X;Z.X,
g=1

o)
A -1 -1
Vs =varlf | X]=(X"X)" Q,(X'X)

Em R podemos realizar esse procedimento por meio do uso do pacote miceadds. Este pacote
disponibiliza uma fungédo de nome Im.cluster que facilita a estimacdo de uma regresséo linear
clusterizada. Instale e libere a biblioteca para o uso.
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In [1]: install.packages("miceadds")
library(miceadds)

Installing package into ‘/home/helson/R/x86 64-pc-linux-gnu-library/3.
6!
(as ‘lib’ is unspecified)

also installing the dependency ‘mice’
Loading required package: mice
Attaching package: ‘mice’

The following object is masked from ‘package:stats’:

filter

The following objects are masked from ‘package:base’:

cbind, rbind

* miceadds 3.10-28 (2020-07-29 21:56:24)

In [3]: # Vamos usar a base de dados mtcars do R para exemplificar.

# Vamos fazer uma regressdo linear onde queremos obter a relacdo
# entre o peso do carro (wt) e o consumo de combustivel

# dado em milhas por galdo de combustivel (mpg)

# a regressdo sera clusterizada pelo numero de cilindros (cyl).
S

ummary (lm.cluster(mpg ~ wt, data = mtcars, cluster = mtcars$cyl))

Loading required namespace: sandwich

R™2= 0.75283

Estimate Std. Error t value Pr(>|t])
(Intercept) 37.285126 3.9219084 9.506883 1.96460le-21
wt -5.344472 0.9603426 -5.565172 2.618941e-08

1.3 Modelo de Probabilidade Linear

O modelo de probabilidade linear € uma especificacéo utilizada para quando temos uma

variavel dependente binaria. Nesse caso, Y mostra a probabilidade de sucesso dado um
conjunto de covariadas X. Nesse caso, a especificacdo do modelo segue-se como:

PY =1X)=a+pX+e
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ComY € {0, 1}. O MPL retorna uma média das probabilidades individuais podendo ser

representado como:
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In [30]: plot(x= 1:10, y = seq(.1,1,.1), type

par(new=T)

plot(x=1:10, y=c(rep(0,5),

Warning message in plot.xy(xy, type,

“grafico do tipo 'line' vai ser truncado para o primeiro caractere”

Warning message
“"labels" nao é
Warning message
“"labels" nao é
Warning message
“"labels" nao é
Warning message
“"labels" ndo é

in
um
in
um
in
um
in
um

plot.window(...):
parametro grafico”
plot.xy(xy, type,
parametro grafico”
box(...):
parametro grafico”
title(...):
parametro grafico”

rep(1,5)), type =

Ilpll’ CO'L = llblueu’

1.0

0.6

0.4

A implementacdo do mpl em R é semelhante aos comandos usados para estimar o0 modelo
linear geral, com a diferenca de que agora Y é uma variavel binaria. Para exemplificar, vamos
usar as informacdes que o R disponibiliza sobre carros para estimar a probabilidade de o
individuo comprar um carro com transmissao automatica dado o seu desempenho com

combustivel.
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mpl <- lm(data = mtcars, am ~ mpg)
summary (mpl)

Call:
Im(formula = am ~ mpg, data = mtcars)
Residuals:

Min 1Q Median 3Q Max
-0.6203 -0.2962 -0.1054 0.2519 0.8466
Coefficients:

Estimate Std. Error t value
(Intercept) -0.59149 0.25336 -2.335
mpg 0.04966 0.01209 4.106

Signif. codes: 0 ‘***' 0,001 ‘**’ 0.01

Pr(>|t])

0.026448 *

0.000285 ***

l*'

0.05 ‘.

’ 0.1 i

Residual standard error: 0.4059 on 30 degrees of freedom

Multiple R-squared: 0.3598,

Adjusted R-squared:

0.3385

F-statistic: 16.86 on 1 and 30 DF, p-value: 0.000285
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In [43]: plot( vy
par(new
plot( vy

mpl$fitted.values, x = mtcars$mpg, type = "1")
T)
mtcars$am, x = mtcars$mpg, type = "p", xlab ="", ylab = "",

Warning message in plot.window(...):
“"labels" nao é um parametro grafico”
Warning message in plot.xy(xy, type, ...):
“"labels" nao é um parametro grafico”
Warning message in box(...):

“"labels" nao é um parametro grafico”
Warning message in title(...):

“"labels" ndao é um parametro grafico”

mpl$fitted.values
0.4 0.6 0.8 1.0
| | |

0.2
|

0.0

- © 0000 O OO0 Q@ O (e}

I I T I I
10 15 20 25 30

micars$mpg

1.3.1 Problemas com o MPL

» Nao se pode garantir a homocedasticidade dos residuos.
« Y pode nédo estar contido no intervalo {0,1}.

2 O modelo Logit

O modelo logit possui a mesma funcionalidade do MPL, no entanto, este ndo se encaixa na
classe de modelos lineares. A logica desse modelo consiste em estimar um vetor de
parametros f usando uma fungéo do tipo logistica. Assim, o preditor deste modelo conseguiria
retornar valores mais precisos para a probabilidade de sucesso.

O modelo logit pode ser representado como:
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s
ex

P (') 1+ e¥?

Em que p é a probabilidade de sucesso, X é uma matriz de regressores, f§ é o vetor de
parametros a ser estimado e A(. ) € uma func&o de distribuicdo acumulada (FDA) do tipo

logistica, com A(z) = (lfez) = (1+le_z) :

Para especificar, considere um modelo da seguinte estrutura:
Y=Xp+¢ com Y € {0,1}
A FDA logistica sera:
ex'P
P(y=1|x)= Too?
A funcédo de Log-verossimilhanca sera:
log(x’ﬂ)

1
lnL(ﬂ)=Z H—Tp(x’ﬁ) +(1—y)1n<l+Tp(x’ﬂ)> =0

A CPO sera:

olnL _lz Xy —Z 1 -yx l_o
B 1 + exp(x'p) l+exp(-=x'p) |

= i i F (=x'B) = (1 = y) F (x/8)] xi = 0

i=1

Se p é a probabilidade de sucesso, entéo a probabilidade de fracasso é 1- p. Usando esse

conceito na equacao de p podemos calcular uma razdo de chances dada por 1%[). Fazendo

isso chegamos a:

—— = exp(x'f)
1-p

Ja o efeito marginal é calculado como:

P

emg = o=

exp(x’ﬂ)

1+exp(x’p)

eme — ﬂexp(x’ﬁ)-[1+exp(x'ﬂ)]—ﬁexp(x’ﬂ)-[exp(y’ﬂ)]
& [1+exp(x’/3)] 2

como P =

eme — ﬁexp(x’ﬂ)
€ = lrexspl’

emg = p(l1 — p)p

Em R, o pacote aod faz todo esse processo, instale-o e enseguida libere a biblioteca.

localhost:8888/notebooks/Estatistica_Aplicada.ipynb

8/35



19/12/2020 Estatistica_Aplicada - Jupyter Notebook

In [2]: install.packages("aod")
library(aod)

Vamos usar o mesmo exemplo do mpl, s6 que agora, estimaremos um modelo logit.

In [2]: modlogit <- glm(am ~ mpg, data=mtcars, family=binomial(link = "logit"))

summary (modlogit)

Call:

glm(formula = am ~ mpg, family = binomial(link = "logit"), data = mtc
ars)

Deviance Residuals:
Min 1Q Median 30 Max
-1.5701 -0.7531 -0.4245 0.5866 2.0617

Coefficients:

Estimate Std. Error z value Pr(>|z])
(Intercept) -6.6035 2.3514 -2.808 0.00498 **
mpg 0.3070 0.1148 2.673 0.00751 **

Signif. codes: 0 ‘***’' 0,001 ‘**' 0.01 ‘*’" 0.05 ‘.’ 0.1 * "1
(Dispersion parameter for binomial family taken to be 1)

Null deviance: 43.230 on 31 degrees of freedom

N__=*a.._1 P Yo S ok 2 o - AN T S < [,

2.1 Razao de chances

Podemos calcular a razdo de chances de cada variavel fazendo o exponencial dos coeficientes
do modelo estimado.

In [9]: exp(coef(modlogit)[2])

mpg: 1.35937928836939

2.2 Efeito marginal

Para calcular os efeitos marginais precisamos usar uma biblioteca auxiliar chamada mfx.
Instale a biblioteca e libere-a para o uso.
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In [3]: install.packages("mfx")
library(mfx)

Loading required package: sandwich
Loading required package: lmtest

Loading required package: zoo

{ ’

Attaching package: ‘zoo

The following objects are masked from ‘package:base’:

as.Date, as.Date.numeric

Loading required package: MASS

Loading required package: betareg

Use a funcao logitmix para calcular os efeitos marginais.

In [11]: logitmfx(formula = am ~ mpg, data = mtcars)
Call:
logitmfx(formula = am ~ mpg, data = mtcars)

Marginal Effects:
dF/dx Std. Err. z P>|z|
mpg 0.073235 0.028307 2.5872 0.009675 **

Signif. codes: 0 “***’ 0.001 ‘**’ 0.01 ‘*’" 0.05 ‘.” 0.1 * "1

Probabilidades preditas

Nesse caso, precisamos usar a funcdo predict. Esta funcao assume a seguinte estrutura.
predict(object, newdata, type)

Em que object é o objeto que contém os coeficientes do modelo logit, newdata é um banco de
dados que descreve as condi¢des para o calculo da probabilidade e type € o tipo de predicéo

In [16]: df <- data.frame(mpg = mean(mtcars$mpg))
predict(modlogit, newdata=df, type="response")

1: 0.39289997890346

3 O modelo Probit
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O modelo probit tem a mesma légica do modelo logit, a diferenca é que em vez de usar uma
FDA logistica, no modelo probit utiliza-se uma FDA normal. O modelo probit especifica a
seguinte probabilidade condicional:

x'p
p=>®(x'p) = / $(z)dz

Em que ®(z) é uma FDA normal com derivada ¢(z) = (1/4/2x) exp(—zz/2) . Inserindo a

equacao de probabilidade na funcdo de verossimilhanca, aplicando o logariimo natural e
derivando em relagéo a f, tem-se:

N

3w (5~ @ (x/6)) %, = 0

i=1

Em que w; = ¢ (X:ﬂ) / [<I) (Xfﬁ) (1 -0 (X:ﬁ))] é um peso que varia de acordo com as
observacoes.

Para encontrar o efeito marginal de um modelo probit, basta derivar a equacédo de
probabilidade condicional em relacdo a f, o que resulta em:

api/axij =¢ (X;ﬂ) ﬂj
=¢ (q)_l (Pt)) B

Em R, a aplicag&o do probit também é bem semelhante aquela utilizada no modelo logit. E
necessario apenas indicar o tipo de distribuicdo utilizado na funcéo de verossimilhanca.
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modprobit <- glm(am ~ mpg, data=mtcars, family=binomial(link = "probit":
summary (modprobit)
Call:

glm(formula = am ~ mpg, family = binomial(link = "probit"), data = mtc
ars)

Deviance Residuals:
Min 1Q Median 3Q Max
-1.5613 -0.7711 -0.4134 0.5858 2.0602

Coefficients:

Estimate Std. Error z value Pr(>|z])
(Intercept) -3.91021 1.24654 -3.137 0.00171 **
mpg 0.18227 0.06114 2.981 0.00287 **

Signif. codes: 0 ‘***’ ©,001 ‘**' 0.01 ‘*’" 0.05 ‘.’ 0.1 * "1
(Dispersion parameter for binomial family taken to be 1)
Null deviance: 43.230 on 31 degrees of freedom
Residual deviance: 29.559 on 30 degrees of freedom
AIC: 33.559

Number of Fisher Scoring iterations: 6

Para calcular os efeitos marginais, utilizamos a funcdo proitmfx do pacote mfx de acordo com o
especificado abaixo.

probitmfx(formula = am ~ mpg, data = mtcars)
Call:
probitmfx(formula = am ~ mpg, data = mtcars)

Marginal Effects:
dF/dx Std. Err. z P>|z]|
mpg 0.070507 0.024274 2.9047 0.003677 **

Signif. codes: 0 ‘***’ 0,001 ‘**’ 0.01 ‘*’" 0.05 ‘.’ 0.1 * "1

Qual modelo usar, logit ou probit

Ambos os modelos sdo bastante semelhantes e retornardo coeficientes praticamente idénticos.
A diferenca principal entre os dois modelos é que o probit possui uma curva de predicdo mais
acentuada.
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plot( y = modprobit$fitted.values, x = mtcars$mpg,
type = "p", col = "red", pch = 16)

par(new = T)

plot( y = modlogit$fitted.values, x = mtcars$mpg,
type = "p", xlab = "", ylab = "",
yaxt = "n", col = "black", pch = 16)

par(new = T)
plot( y = mtcars$am, x = mtcars$mpg, type = "p",
xlab = "", ylab = "",
yaxt = "n", labels = F, col = "blue", pch = 16)
legend(11, .8,
cex = 1.5,
bty = "n",
legend = c("Predicao Probit", "Predicao logit",
"Valores reais"),
text.col = c("red", "black", "blue"),
col c("red", "black", "blue"),
pch c(16,15))

Warning message in plot.window(...):
“"labels" ndao é um parametro grafico”
Warning message in plot.xy(xy, type, ...):
“"labels" nao é um parametro grafico”
Warning message in box(...):

“"labels" nao é um parametro grafico”
Warning message in title(...):

“"labels" nao é um parametro grafico”

3 N . e LT ] ] s @ [ ] t L]
[ ]
| ]
2 ] ]
® Predicao Probit .
8 ®m Predicao logit
R e \alores reais . v

4 O modelo Tobit

O modelo tobit parte do principio que uma determinada variavel latente y linear nos seus
regressores, com erros homocedasticos normalmente distribuidos com média zero e variancia
constante, ou seja:

y=x'f+e com ENN[O,Gz]

De maneira que y pode ser censurada ou truncada em um determinado limiar, L. Para
demonstrar, vamos supor o caso de uma cesura para baixo, de modo que:

oy ifyt >0
YZ1- ify <o
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Nesse caso, existira uma fungéo de densidade censurada, f *(y), e uma FDA normal padréo

no limiar inferior, tal que:

19/12/2020

F*(0) = Pr[y* <0]
=Pr[x’ﬂ+£ < O]
= (—x'ﬁ/a)
=1-® (x'Blo)

Em que ® é uma FDA normal padrdo. Além disso, o processo de estimacéo é baseado em
uma funcéo de densidade censurada dada por:

1 1 2 ‘ x'p t-d
0= | {5z =¥ }| [1-0 (%)
Em que:

g 1 ify>L
o ify=1L

A funcéo de log-verossimilhanga desse processo é:

lnLN =Z{ < —ln27r—%lno- —ﬁ( -—X’ﬂ) >+(1—d,-)ln<1—(I

E as CPO's séo:

N

8lnLN _ 1 o _ _ L’sl L
T =2 (d,-(y,- x/B) — (1 d’)<1—<1>,~)>""0

i=1
2
dnLy & 1 (»-xB) oix/p 1
o2 ; { ( 202 204 ( ) (1—-®d,) 263

Caso a variavel latente seja truncada para baixo, a funcdo de log-verossimilhanga é:

N
InLy (B.6) =), {—%ma - %ln27£— i( —x/f)’ —In® (x;ﬂ/a)}
i=1

Os efeitos marginais do modelo tobit s&o:
Varidvel Latente = J0E[y* | x]/ox = B
Truncada = JE[y,y > 0 | x]/0x = {1 — wA(w) — Aw)*} B
Censurada = OE[y | x]/ox = ®(w)p

Em que w = x' flo

Para implementar o modelo tobit em R precisamos usar o pacote AER. Instale-o e em seguida

libere a biblioteca para o uso.
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In [25]: install.packages("AER")
library(AER)

Loading required package: car
Loading required package: carData

Loading required package: survival

Vamos usar a base de dados sobre matriménio disponibilizada por Greene (2003). Nesse caso,
iremos verificar o efeito do matriménio dobre o nivel de felicidade dos individuos. A variavel que
representa o matriménio (affairs) € uma variavel binaria com valor 1 se o individuo é casado e
zero caso contrario. Ja o nivel de felicidade (rating) € uma variavel truncada entre 1 e 5, de
maneira que:

1 = Muito infeliz.

2 = Um pouco infeliz.

3 = Mais ou menos feliz.
4 = Feliz.

5 = Muito feliz.
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data("Affairs")

modtobit <- tobit(rating ~ affairs + age + yearsmarried +
religiousness + occupation, left =1,
right = 5, data = Affairs)

summary (modtobit)

Call:
tobit(formula = rating ~ affairs + age + yearsmarried + religiousness
+

occupation, left = 1, right = 5, data = Affairs)

Observations:
Total Left-censored Uncensored Right-censored
601 16 353 232
Coefficients:

Estimate Std. Error z value Pr(>|z])

(Intercept) 5.06531 0.35737 14.174 < 2e-16 ***

affairs -0.11187 0.02146 -5.212 1.87e-07 ***

age -0.01388 0.01217 -1.140 0.25410
yearsmarried -0.05677 0.02069 -2.744 0.00606 **
religiousness 0.06685 0.06288 1.063 0.28770

occupation 0.03868 0.03926 0.985 0.32449

Log(scale) 0.47252 0.04189 11.280 < 2e-16 ***

Signif. codes: 0 ‘***’' @,001 ‘**' 0.01 ‘*’" 0.05 ‘.” 0.1 * "1
Scale: 1.604

Gaussian distribution

Number of Newton-Raphson Iterations: 3
Log-likelihood: -873.9 on 7 Df

Wald-statistic: 73.7 on 5 Df, p-value: 1.7366e-14

5 Dados em Painel
De uma maneira geral, um painel de dados é um conjunto de dados de corte transversal
empilhados de acordo com um determinado intervalo de tempo.

Considere i = 1,2, ... N como sendo os individuos de um determinado banco de dados, de
maneira que, este banco de dados dispde de informacdes sobre esses individuos nos periodos
detempot =1,2,...,T.Deixe Y = (Y;,Y,,...Yy) denotar o vetor nx1 de informacdes
sobre a variavel dependente Y;. Além disso, considere X como sendo uma matriz (n*t x k) de
variaveis independentes.

5.1 O modelo pooled

Considere a seguinte equacédo para a especificacdo do modelo pooled:

Yi,t = ﬁXi,t +e;;
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Em que f é um vetor k x 1 de parametros desconhecidos e e é o termo de erro.

Em linhas gerais, o modelo pooled consiste em uma estima¢éo convencional de MQO para os
dados empilhados, dada a suposi¢éo de que a média dos residuos é estritamente
independente dos regressores, ou seja:

Ele;|X;;]=0

De uma maneira geral, a hip6tese de independéncia estrita requer que nao haja correlagao
entre os termos de erro e os valores presentes, passados ou futuros de X;. Em outras
palavras, a estimacdo de um modelo pooled sé é aplicavel caso X; seja exdgeno.

Para encontrar os valores do vetor f, considere o seguinte procedimento:
e =Y — BXi;
A / A
’ —
el eis = (Yo, — X)) (Yiu — BXis)

)

ei,te;,z =Y,/Y, — BX}Y; — Y,/ Xy + pX], X1 B
A ~
ei,tel,',t = Y,t’th - ZﬁXi'tYi, + p X[,tXitﬁ
Derivando em relacédo a f, tem-se:

de; e, A
a—ﬂA = _2Xi,zYit + 2Xi’tXitﬁ = 0

XY, =X X, p

A

ﬂpool = (Xi’z‘Xif)_l (Xz’tYlf)

5.2 O modelo de efeitos aleatérios

Para descrever o modelo de efeitos aleatorios, considere inicialmente que o termo de erro da
regressao, e; ; segue a seguinte estrutura:

€ir=U + &

Em que u; é um efeito individual especifico e € é o termo de erro idiossincratico. Considerando
este conceito, 0 modelo de regressao pode ser escrito como:

Y, = pXi; +u; + ¢,
Ou
Yi:=pXis + 1u; + &,

No modelo de efeitos aleat6rios assume-se que:
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Eles | Xi1=0
E[e2 | Xi] = o2
Eleney | Xi] =0 Vj#t
Elw | X;]=0
E [”12 | Xi] = o2
E[ue | X;i1=0

Assumir uma estrutura de efeitos aleatdrios implica em considerar que o vetor de erros e; para
o individuo i possui a seguinte estrutura de covariancia:

|E [e[‘ | Xl] == O
/ —_ /
E [eiel- | X,] = 1,‘1[-03 + I,'O'g'
(7,% +6§ 0'3 0,%
63 03 +a§ 03
o2 o2 o 02407
= UeZQi

Em que I; é uma matriz identidade de dimensa T.

Dadas essas hipéteses, o vetor de parametros f# do modelo de efeitos aleatérios é obtido
considerando uma estimacao de minimos quadrados generalizados (ou GLS) acordo como
demonstrado a seguir.

5.2.1 O estimador de efeitos aleatorios

Considere Considere 0'82 Q2; como sendo a matriz de covariancia, onde €; é uma matriz ndo
singular simétrica.

Defina ; como sendo igual a K’ K em que K é araiz quadrada de Q;.

Defina:
z=K7'Y
B=k'X
g= K7 le
O que implica em
z = Bﬁ +g

Organizando a equacgéo de z de acordo com um processo de obtengédo de um estimador de
MQO, tem-se:
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gg=(z— Bp)'(z— Bp)
Note que: z — Bf = K~'Y — K~'Xp Entdo:
A !/ A
= (K-l Y - K‘lXﬂ) (K—IY - K‘lXﬂ>
Colocando K ~! fora dos parénteses
= (Y - Xp)IK'|"'K~'(Y - Xp)
=Y - Xp'Q'(Y - Xp)
O que equivale a:
de=Y'Q7lY —25 X'Q7lY + 2X'Q71 X}
Derivando parcialmente em relacdo a /§ obtém-se:
og'g
op
X'Qly = x'Q'x3
f=X'Q ' X)) x'Q 'y

= 2X'Q7'Y +2X'Q7'XB =0

Ou seja: Quando se utiliza o estimador de efeitos aleatérios um estimador de minimos
quadrados generalizados esta sendo usado. Este processo de estimacao utiliza como
base a matriz 052 Q;.

5.3 O modelo de efeitos fixos

Se a estrutura estocastica de u; é desconhecida e/ou possivelmente correlacionada com X ;,
entéo o termo u; é conhecido como efeito fixo.

Nota: A correlacdo entre u; e X;, torna os estimadores dos modelos pooled e de efeitos
aleatérios viesados.

Dado que a ndo exogeneidade de u; gera estimadores viesados, a alternativa mais comum
para contornar este problema é utilizar alguma técnica para eliminar o termo u; da equacao.

5.3.1 A transformacao de within

Considere a seguinte equacao de regressao:
Yi, =bXis +u + €
Agora considere esta mesma equacgdo em termos médios: *Note que u; é constante.
Y=pX+u +¢
Agora considere a diferenca entre estas duas equacdes:

Y=Y =pX;, — X +u; —u; + &, — €
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O que implica em:
Yi=Xub+eu

Em que Yiz =Y — Y, Xit = Xiy — X ey =&, — &

Note que o termo u; foi eliminado da equacéo de regresséo, fazendo com que a
endogeneidade proveniente da correlacdo entre u; e £;; ndo seja mais um problema na
estimativa.

A principal consequéncia do uso do estimador de within € que ele gera parametros ndo
tendenciosos e eficientes. No entanto, uma consequéncia negativa merece ser destacada. Uma
vez que a equacado de regressao passa a ser escrita em desvios em relacdo a média temporal,
todos os regressores invariantes no tempo sao eliminados neste processo.

5.3.2 O estimador de efeitos fixos (ou estimador de within)

Para encontrar o estimador de efeitos fixos, considere o procedimento usual de uma estimacéo
de MQO aplicada a equacéao escrita pela transformacéo de within:

Y=Xf+¢

ee=(Y-xp) (Y- xp)

.. <! A - ) - A AN ) oA

ee=YY-pXY-Y X+ X Xp

) - <! A ). A ) e A

Ee=YY-20XY+p X Xp
Derivando em relacéo a ﬁ tem-se:

"a—ﬂ = 2X'Y+2X'Xf=0
X'y =x'xp

o= (13) (47)

5.3.3 Estimacao do tipo between

O estimador between é semelhante ao estimador de within, diferenido apenas no grupo usado
para extrair as médias. Neste estimador os desvios séo calculados em relagcao as médias
individuais de cada observacgéao, ou seja:

Y™ =Y, _Yi
X* =Xi,t_Xi
€ =€ — &

A equacdo de regressao é:
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Y, -Y=p (Xi,t - Xi) +éE;— &
Y* = pX* 4+
O erro quadratico é:
XX =Y * — ﬂAX*
eXe* = Y XY — 2,BA,X*’Y* n ,BA/X*’X*,HA
Derivando em relagéo a f:
0™ e*
op
X*’X*ﬁA = X*y*
A -1
ﬂz (X*/X*) (X*/Y*)

= 2XMY*+2XYX*f=0

5.3.4 O estimador de primeira diferenca

A transformacéo de within ndo € a Unica maneira de eliminar os efeitos individuais especificos.
Outra solucéo utilizada para resolver este problema é usar uma estimagao com variaveis em
primeira diferenca. Para realizar este procedimento, considere que:

AY:‘ = Yi,t - Yi,z—l
AXi = Xi,t - Xi,z—l

Ag; =€y — €141
Reescrevendo a equacéo de regressao de acordo com esses conceitos, tem-se:
AY; = AXf + Ag;
Nesse caso, a equacao dos erros quadraticos é dada por:
Ae!Ae; = AY/AY, — 2§ AX'AY, + f AX'AX
Derivando em relacéo a ﬁ obtém-se:
0A€! Ag;
op
AX'AY, = AX'AXS
f=(AX'AX)"'AX'AY

= —2AX'AY, + 2AX'AXP

5.3.5 Regressao com variaveis dummy

Considere d; como sendo um vetor de N variaveis dummy onde o i-ésimo elemento indica o i-
ésimo individuo. Nesse caso, o i-ésimo elemento de d; € igual a 1 e os demais elementos sé&o
iguais a zero. Considere a equagédo de regressado apenas com os efeitos individuais especificos
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e com o termo de erro:
Y=Du+e¢
Em que Du = diag{1Ty,...,1Ty }.
Considere agora uma estimacao de u por MQO. Nesse caso,tem-se:
i=(D'D)” (DY)
O componente de erro estimado desse processo é:
é=(Iy-D(D'D))" (D) =Y

A estimacdo por variaveis dummy consiste em estimar a seguinte equacdo de regressao por
MQO:

Y =Xp+Di+é

O estimador de varidveis dummy e o estimador de within possuem o mesmo valor, uma vez
gue os seus termos de erro sao idénticos.

Para demonstrar considere uma matriz M, de tal forma que D = diag{lTl, e ITN} e
Mp=1,- D(D’D)_ID’. Sendo que M = diag{ M, ..., M }. Com essa notagé&o,
tem-se que:
Y, X,
MpY=Y=| : |, MpX=X=| :
Yy Xy

A equacao de regressao, nesse caso, passa a ser:

MDY = MDXB\'F MDU + e
A estimac¢do por MQO segue-se como:
Bow= (X' MpX)" (X' MpY)
= (X'MpX)™" (X' Mp(XB+ Du+e¢))
= p+ (X' MpX)~ (X' Mpe)

Note que (X’MDX)_1 (X’MDE) = 0 O que implica em:

5.4 Dados em painel usando R

No R, o usuario pode estimar as equagdes anteriormente descritas usando um pacote de nome
plm. Para utilizar a biblioteca, instale-a e libere-a para uso:
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In [1]: install.packages("plm")
library(plm)

Vamos usar um painel de dados disponibilizado pela prépria biblioteca para fazer a
demonstracao de uso. Este banco de dados possui informacdes sobre méo de obra, capital,
trabalho e produto de um conjunto de empresas do Reino Unido.

In [2]: data("EmplUK", package="plm")
head (EmplUK)

A data.frame: 6 x 7

firm year sector emp wage capital output

<dbl> <dbl> <dbl> <dbl> <dbl> <dbl> <dbl>

1 1 1977 7 5.041 13.1516 0.5894 95.7072
2 1 1978 7 5.600 123018 0.6318 97.3569
3 1 1979 7 5.015 128395 0.6771 99.6083
4 1 1980 7 4715 13.8039 0.6171 100.5501
5 1 1981 7 4.093 142897 0.5076 99.5581
6 1 1982 7 3.166 14.8681 0.4229 98.6151

Desejamos estimar uma fungéo de producdo usando estes dados. Com isso, a hossa equagao
de regresséo é:

In(Y) = a+ fIn(k) + pyIn(L) + qu + €
Em que Y é o produto, L é a mao de obra e k € o capital.

Precisamos entao, transformar as variaveis em logaritimo.
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In [3]: library(dplyr)
library(tidyr)
EmplUK <- EmplUK %>%

mutate(lny = log(output), lnk = log(capital), 1lnl = log(emp))
head (EmplUK)

Attaching package: ‘dplyr’

The following objects are masked from ‘package:plm’:

between, lag, lead

The following objects are masked from ‘package:stats’:

filter, lag

The following objects are masked from ‘package:base’:

intersect, setdiff, setequal, union

A data.frame: 6 x 10

firm year sector emp wage capital output Iny Ink Inl
<dbl> <dbl> <dbl> <dbl> <dbl> <dbl> <dbl> <dbl> <dbl> <dbl>

1 1 1977 7 5.041 13.1516 0.5894 95.7072 4.561294 -0.5286502 1.617604
2 1 1978 7 5.600 12.3018 0.6318 97.3569 4.578384 -0.4591824 1.722767
3 1 1979 7 5.015 12.8395 0.6771 99.6083 4.601245 -0.3899363 1.612433
4 1 1980 7 4.715 13.8039 0.6171 100.5501 4.610656 -0.4827242 1.550749
5 1 1981 7 4.093 14.2897 0.5076 99.5581 4.600741 -0.6780615 1.409278
6 1 1982 7 3.166 14.8681 0.4229 98.6151 4.591224 -0.8606196 1.152469

Antes de estimar os parametros, primeiro, é preciso informar ao R que o data frame em
guestédo possui dados do tipo empilhados. Para tanto, é preciso usar a funcao pdata.frame
indicando a variavel de identificacéo do individuo e do tempo.
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EmplUK <- pdata.frame(EmplUK, index = c("firm", "year"))
head (EmplUK)
A pdata.frame: 6 x 10
firm year sector emp wage capital output Iny Ink Inl
<fct> <fct> <dbl> <dbl> <dbl> <dbl> <dbl> <dbl> <dbl> <dbl>
1-1977 1 1977 7 5.041 13.1516 0.5894 95.7072 4.561294 -0.5286502 1.617604
1-1978 1 1978 7 5.600 12.3018 0.6318 97.3569 4.578384 -0.4591824 1.722767
1-1979 1 1979 7 5.015 12.8395 0.6771 99.6083 4.601245 -0.3899363 1.612433
1-1980 1 1980 7 4715 13.8039 0.6171 100.5501 4.610656 -0.4827242 1.550749
1-1981 1 1981 7 4.093 14.2897 05076 99.5581 4.600741 -0.6780615 1.409278
1-1982 1 1982 7 3.166 14.8681 0.4229 98.6151 4.591224 -0.8606196 1.152469
# Estimacdo do tipo pooled
within <- plm(lny ~ 1nl + lnk, model = "within", effect = "individual",

summary (within)

Oneway (individual) effect Within Model

Call:

plm(formula = lny ~ lnl + lnk, data = EmplUK, effect = "individual",

model = "within")

Unbalanced Panel: n = 140, T = 7-9, N

Residuals:
Min. 1st Qu.

-0.2543348 -0.0470753 0.0027198 0.0537619 0.2221578

Coefficients:

Estimate Std. Error
1nl 0.195481 0.018427
lnk 0.047473 0.016602

Signif. codes: 0 ‘**x*’

Total Sum of Squares:

Residual Sum of Squares:

R-Squared: 0.29112
Adj. R-Squared: 0.17869
F-statistic: 182.548 on
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In [19]: # Estimacdo por efeitos fixos (Wihin estimator)
pooled <- plm(lny ~ lnl + lnk, model = "pooling", data = EmplUK)
summary (pooled)

Pooling Model

Call:
plm(formula = lny ~ lnl + lnk, data = EmplUK, model = "pooling")

Unbalanced Panel: n = 140, T = 7-9, N = 1031

Residuals:
Min. 1st Qu. Median 3rd Qu. Max.
-0.180162 -0.066317 -0.020487 0.069179 0.226970

Coefficients:
Estimate Std. Error t-value Pr(>|t])
(Intercept) 4.6211557 0.0080291 575.5507 < 2e-16 **x*

inl 0.0131545 0.0052630 2.4994 0.01259 *
Ink -0.0067216 0.0046629 -1.4415 0.14975
Signif. codes: 0 ‘***’ 0,001 ‘**’ 0.01 ‘*’" 0.05 “." 0.1 * "1

[ R | ~. .. € M~ - oW o YataYal

In [17]: # Estimacdo por efeitos fixos (Between estimator)
between <- plm(lny ~ lnl + lnk, model = "between", effect = "individual
summary (between)

Oneway (individual) effect Between Model

Call:
plm(formula = lny ~ Inl + lnk, data = EmplUK, effect = "individual",
model = "between")

Unbalanced Panel: n = 140, T = 7-9, N = 1031
Observations used in estimation: 140

Residuals:
Min. 1st Qu. Median 3rd Qu. Max.
-0.0738884 -0.0263931 -0.0028441 0.0154776 0.1031986

Coefficients:

Estimate Std. Error t-value Pr(>|t])
(Intercept) 4.6303509 0.0095931 482.6744 <2e-16 ***
1nl 0.0057768 0.0062814 0.9197 0.3594
lnk -0.0045246 0.0055735 -0.8118 0.4183

~: .. c _—— -l - Fa N BN AN B N Y a | 1L N NnA I4v)!) N Nnr ] ' N A i A |
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In [12]: # Regressao com varidveis dummy

regdv <- Im(lny ~ lnl + 1nk +

summary (regdv)

Cal
Tm(

Res

Coe

(In
1nl
1nk
as.
as
as.
as.
as.
as
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formula = lny ~

iduals:

Min 1Q
-0.25433 -0.04707

fficients:

tercept)

factor(firm)2

.factor(firm)3

factor(firm)4
factor(firm)5
factor(firm)6

.factor(firm)7

£ —1 . /£ .\ DN

as.factor(firm),

Inl + 1nk + as.factor(firm),

Median

Estimate Std.

4.338888
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-0.715160
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3Q
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0.004343
< 2e-16

7.87e-16

8.92e-15
< 2e-16
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# Estimacdo com efeitos aleatdrios
random ef <- plm(lny ~ lnl + lnk, model = "random", data = EmplUK)
summary (random_ef)

Oneway (individual) effect Random Effect Model
(Swamy-Arora's transformation)

Call:
plm(formula = lny ~ Inl + lnk, data = EmplUK, model = "random")

Unbalanced Panel: n = 140, T = 7-9, N = 1031

Effects:

var std.dev share
idiosyncratic 0.0060049 0.0774915 0.893
individual 0.0007215 0.0268614 0.107

theta:
Min. 1st Qu. Median Mean 3rd Qu. Max.
0.2630 0.2630 0.2630 0.2725 0.2859 0.3069
Residuals:
Min. 1st Qu. Median Mean 3rd Qu. Max.

-0.166737 -0.066741 -0.011672 -0.000024 0.069209 0.203924

Coefficients:
Estimate Std. Error z-value Pr(>]|z]|)
(Intercept) 4.6151549 0.0103916 444.1216 < 2.2e-16 ***

inl 0.0183949 0.0067765 2.7145 0.006637 **

lnk -0.0079307 0.0060117 -1.3192 0.187099

Signif. codes: 0 “***’ 0,001 ‘**’' 0.01 ‘*’" 0.05 ‘.” 0.1 * "1
Total Sum of Squares: 14.278

Residual Sum of Squares: 8.2442

R-Squared: 0.42266

Adj. R-Squared: 0.42154
Chisq: 14.9631 on 2 DF, p-value: 0.00056339

5.5 Teste de Hausman

O teste de hausma é uma medida estatistica para testar a hip6tese nula de que a correlagéo
entre os residuos e os efeitos individuais especificos é igual a zero. Formalmente, o teste de

Hausman é escrito como
A ~ R N ~ 1-1 / ~
Hz(ﬂfe_ﬁre> Var[ﬁfe_ﬂre] (ﬂfe_ re)
A A / —~~ A _1 A A
z(ﬂfe_ﬁre> <er_Vre> <ﬁfe_ﬂre>

Em que fe e re representam os efeitos fixos e aleatérios, respectivamente.

=)
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O teste de Hausman possui distribuicao ;(2 com k graus de liberdade em que k é o
nuamero de variaveis independentes.

» HO néo rejeitada = A correlacdo entre os termos de erro e os efeitos individuais
especificos é diferente de zero: O modelo de efeitos fixos é preferivel aos modelos
pooled e de efeitos aleatérios

» HO aceita = A correlacéo entre os termos de erro e os efeitos individuais especificos é
nula: A escolha entre os modelos de efeitos fixos e de efeitos aleatérios fica a
critério do usuario

Para calcular o teste de hausman no R, podemos utilizar a fun¢éo phtest do pacote p/m.

In [16]: phtest(within, random ef)

Hausman Test

data: 1ny ~ 1nl + lnk
chisq = 350.85, df = 2, p-value < 2.2e-16
alternative hypothesis: one model is inconsistent

6 Uma breve discussao sobre a programacao linear

O objetivo da programacao linear, de uma maneira geral, € resolver problemas de
maximizag&do/minimizacdo quando as equacdes objetivo e as equagdes das restricdes sdo
lineares. Algumas técnicas sao utilizadas no ambito da programacéao linear para resolver esses
problemas, como o método grafico e 0 método simplex.

Para exemplificar considere o problema da dieta ilustrado por Chang (1982, p.548).

« Para manter a sua salde, uma pessoa necessita preencher certos requisitos minimos de
consumo diario de diversos tipos de nutrientes. Suponhamos, por simplicidade, que
apenas trés tipos de nutrientes sejam ecessarios: Calcio, proteinas e calorias. Além disso
suponha também que a dieta da pessoa em questdo consiste em apenas dois alimentos, |
e ll, cujos precos sdo demonstrados na tabela abaixo. Sabendo que o preco do alimento |
€ 0,60 e o0 que o preco do alimento Il é 1,00, qual a combinagéo de alimentos que satisfaz
0s requisitos diarios e gera 0 menor custo?

Alimento | (kg) Alimento Il (kg) Requisito minimo diario

Célcio 10 4 20
Proteina 5 5 20
Calorias 2 6 12

A Equacéo do problema é:
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C=0,6x; +x,
Sujeito a:

10x; + 4x, > 20
5x1 + 5x, > 20
2x1 +6x; > 12
x1,xp #0

Pela solucao grafica, teriamos que checar os valores dos interceptos verticais e horizontais de
cada equacao de restricdo supondo a igualdade.
» Restricdo 1
(0,5)-(2,0)
» Restricdo 2
(0,4)-(4,0)
» Restricdo 3

(0,2)-- (6,0)

In [12]: library("IRdisplay")
display png(file="solucao grafica.png", width = 250)

Existem duas solucdes posiveis:
(1) Restricdo 1 = Restrigédo 2
10x; +4x, =20
S5x1 + 5x, =20
Resolvendo simultaneamente estas equacgfes chega-se ao seguinte resultado:
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2 . 10
(3%)
A segunda solucéo possivel é:
(2) Restricdo 2 = Restri¢édo 3
5x1 +5x, =20
2x; + 6x, =12
Resolvendo simultaneamente estas equacgfes chega-se ao seguinte resultado:
(31

Substituindo esses dois pontos na solucdo objetivo, tem-se:

2 10
0,6X1 + x2 =O,6<§> +? =4

0,6x; +x, =0,6%3+1=2,8

Como 2, 8 < 4, entdo conclui-se que a dieta ideal € composta por 3 unidades do alimento | e 1
unidade do alimento II.

No R este problema pode ser resolvido facilmente por meio do uso do pacote linprog. Para
fazer uso da biblioteca, instale-a e libere-a para uso.

In [1]: install.packages("linprog")
library(linprog)

Loading required package: 1pSolve
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In [29]: # Primeiro é preciso indicar os coeficientes da funcdo objetivo
coef obj = c(0.6,1)
# Agora vamos indicar os nomes dos objetos
names (coef obj) <- c("Alimento I", "Alimento II")
# Em seqguida, é preciso indicar os valores de x1 e x2
# em cada restricao
rl <- c(10,4)
r2 <- c(5,5)
r3 <- c(2,6)
# Vamos deixar os coeficientes das restricdées em um (nico
# objeto de nome coef r
coef r <- rbind(rl,r2,r3)
# Em seguida é preciso indicar o valor dos coeficientes
# independentes em cada restricao
coef ind <- ¢(20,20,12)
# Agora vamos dar nomes as restricées
names(coef ind) <- c("Calcio", "Proteinas", "Calorias")
# Use o comando solvelP para resolver o problema indicando
# maximum = TRUE caso se trate
# de um problema de maximizac¢ao e maximum = FALSE caso se
# trate de um problema de minimizacdo
solvelLP(coef obj, coef ind, coef r, maximum=TRUE)

Results of Linear Programming / Linear Optimization
Objective function (Maximum): 101.538

Iterations in phase 1: 0
Iterations in phase 2: 2
Solution

opt
Alimento I 1.38462
Alimento II 1.53846

Basic Variables

opt
Alimento I 1.38462
Alimento II 1.53846
S Proteinas 5.38462

Constraints

actual dir bvec free dual dual.reg
Calcio 20.0000 <= 20 0.00000 3.46154 12.00000
Proteinas 14.6154 <= 20 5.38462 0.00000 5.38462
Calorias 12.0000 <= 12 0.00000 2.69231 8.00000

All Variables (including slack variables)

opt cvec min.c max.c marg marg.reg
Alimento I 1.38462 40 10 75.00000 NA NA
Alimento II 1.53846 30 16 120.00000 NA NA
S Calcio 0.00000 0 -Inf 3.46154 -3.46154 12
S Proteinas 5.38462 0 NA 4.66667 0.00000 NA
S Calorias 0.00000 0 -Inf 2.69231 -2.69231 8
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6.1 Resolvendo um broblema de minimizacao

Suponha que queiremos resolver o seguinte problema de minimizacao:
min C =0,6x1 + x2
Sujeito a:

10x1 +4x2 >= 20

5x1 +5x2 >=20

2x1 +6x2 >=12
xl >=0
x2>=0
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In [2]: # Primeiro vamos indicar quais sdo os coeficientes da funcdo objetivo
cobj <- c(0.6,1)
# Vamos dar nomes as variadveis que acompanham esses coeficientes
names(cobj) <- c("Beml", "Bem2")

# Vamos indicar o vetor dos coeficientes independentes das restricées
b <- ¢(20,20,12)
names(b) <- c("calcio","proteina","calorias")

# Coeficientes das equacbes de restricao
rl <- c(10,4)
r2 <- c(5,5)
r3 <- c(2,6)

# matriz A com os coeficientes das restricoes
A <- rbind(rl,r2,r3)

# Resolvendo o programa

solvelLP(cobj,b,A, maximum=FALSE,
const.dir = c( ">=", ">=", ">="))

Results of Linear Programming / Linear Optimization
Objective function (Minimum): 2.8

Iterations in phase 1: 3
Iterations in phase 2: 1

Solution
opt
Beml 3
Bem2 1
Basic Variables
opt
Beml 3
Bem2 1
S calcio 14
Constraints
actual dir bvec free dual dual.reg
calcio 34 >= 20 14 0.00 14.00000
proteina 20 >= 20 0 0.08 10.00000
calorias 12 >= 12 0 0.10 9.33333
A1l Variables (including slack variables)
opt cvec min.c max.C marg marg.reg
Beml 3 0.6 -0.8666667 1.0000000 NA NA
Bem2 1 1.0 -1.4000000 1.8000000 NA NA
S calcio 14 0.0 -0.0307692 0.0666667 0.00 NA
S proteina 0 0.0 -0.0800000 Inf 0.08 10.00000
S calorias 0 0.0 -0.1000000 Inf 0.10 9.33333
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